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PROLOGO

La preparacion de este libro es con el proposito de ofrecer
al estudiante, una exposicion simple y concisa de los
principios basicos de la mecanica de ingenieria y alcanzar
los objetivos que se tienen en los capitulos pertenecientes a
los programas de los cursos de esta materia; que se
imparten en las carreras de ingenieria. Para lograr lo
anterior, se ha seguido una linea fundamental; elaborar la
obra en la misma forma en que se imparte este curso.

Se ha elegido el orden de presentacion de las unidades o
capitulos del libro, con sus temas y subtemas, de acuerdo a
la experiencia de impartir esta materia; el cual corresponde
a lo que se ha encontrado ser de mas fécil asimilacion por
los estudiantes, respecto a los principios y métodos de la
mecanica y el desarrollo de sus habilidades; para establecer
la estrategia de solucion de situaciones de la mecénica de
ingenieria, dadas en ejemplos y ejercicios de trabajo.

El material del libro se ha organizado en tres partes
principales: la 1ra. Parte se basa en los capitulos 1, 2, 3
relativos a los fundamentos de la mecéanica para ingenieria
y a la dinamica de la particula en movimiento plano. La
2da. parte con el capitulo numero 4 referente a sistemas de
fuerzas y equilibrio estatico de cuerpos rigidos. La 3ra.
parte y ultima consiste de los capitulos 5 y 6, Dindmica del
cuerpo rigido en movimiento plano.

El libro no contempla unidades o capitulos referentes a la
dindmica de la particula y el cuerpo rigido con movimiento
tridimensional ; debido, en primer lugar, porque la mayoria
de elementos de mdquinas y mecanismos se mueven en
planos paralelos y en segundo lugar, a que el tiempo
asignado para impartir la materia en la mayoria de las
carreras de ingenieria de diferente especialidad a la de
mecanica y civil no es suficiente, para incluir estos
capitulos en el contenido de la asignatura; que por lo
general es de 6 horas por semana en cursos de un semestre.



II

Ya que la herramienta matematica nos proporciona un
medio sistematico para aplicar los principios de la
mecanica, cabe esperar que el estudiante tenga
conocimientos  previos de  algebra, geometria,
trigonometria y para un entendimiento mayor, principios
de andlisis matematicos (Calculo escalar y vectorial). La
notacion vectorial se maneja desde la primera unidad; con
la finalidad de familiarizar al estudiante; con su utilizacion
adecuada en los métodos de algebra vectorial que se
emplea en la mecénica de ingenieria.

Para el estudiante interesado en conocer, cual método es el
mejor para resolver un ejemplo o ejercicio de trabajo
referente a una situacion real de la mecanica de ingenieria;
considerando no tener la capacitacion para iniciar el
procedimiento respectivo de su solucidn; se ha procedido
en la forma siguiente cada capitulo del libro se divide en
dos partes. La primera parte consiste de la exposicion de
la teoria basica respectiva, con pocos ejemplos
demostrativos. La segunda parte contiene ejemplos de
discusion, muchos de los cuales son descritos y explicados
en una forma general encomendada a la asesoria tutorial:
donde métodos diferentes adecuados para resolver un
mismo ejemplo de trabajo, son comparados y las
dificultades que surgen son indicadas con ciertas técnicas.
Cada capitulo termina con una serie de ejercicios de
trabajo a resolver. Estos son ordenados gradualmente de
menor a mayor dificultad, de tal manera que refuerzan la
confianza del estudiante al proceder a resolverlos y dar las
respuestas solicitadas.

Aunado a lo anterior, en el tema 1.5 “Procedimiento
general para la resolucion de ejemplos y ejercicios de
mecanica”, se pone a consideracion del estudiante los
principales lineamientos en un orden recomendado a
seguir en el andlisis de estos “problemas”, que nos
permiten simplificar su solucion y reducir la probabilidad
de errores.

Los ejemplos y ejercicios numéricos se presentan en
unidades del Sistema Internacional (SI), pero otros



sistemas de unidades todavia en uso, con sus respectivas
relaciones de conversion son cubiertos en el capitulo 3,
tema 3.5.

Imposibilitado a cumplir con los deseos de dar un
reconocimiento a todas las fuentes de informacion del
material vertido en esta obra. Ya que este, ha sido extraido
conjuntamente de la preparacion de las notas de ensefianza
para la asignatura de mecéanica de ingenieria, con sus
respectivos reactivos que se aplican en los diferentes tipos
de evaluacion y también a las discusiones de los diferentes
temas de la asignatura; con estudiantes y colegas
profesores, a los que estoy extremadamente agradecido.

S.G.G

ESIME Zacatenco

III



Parte I Fundamento de la Mecanica para
Ingenieria y Dinamica de la
Particula en Movimiento Plano

1

FUNDAMENTO DE LA MECANICA
PARA INGENIERIA

1.1. Introduccion

La mecanica es la rama de las ciencias fisicas que toma en
consideracion el movimiento de los cuerpos, considerando
el “reposo” como un caso especial. Uno de los objetivos de
la Mecanica de Ingenieria, consiste en estudiar los efectos
externos de la aplicacion de un sistema de fuerzas a un
cuerpo Rigido; sea este una estructura, un elemento
estructural, una Maquina o un elemento de Méaquina.

La mecanica del cuerpo rigido para su estudio se divide
por lo general en dos partes: Estatica y Dindmica. La
estatica trata el equilibrio de los cuerpos; es decir, aquellos
que estan, ya sea en “reposo”’ O se€ muevan en una
trayectoria recta con velocidad constante; mientras que la
Dinamica estudia el movimiento de los cuerpos materiales
y las fuerzas asociadas, considerando a la Estatica un caso
especial de la Dindmica, donde no se tiene variacién con
respecto al tiempo de la velocidad o esta velocidad es nula
en los cuerpos.

La Dinamica a su vez se subdivide en Cinematica y
Cinética. Por lo que el estudio del movimiento propiamente
dicho, sin importar las causas que lo originan, se le llama
Cinematica, que relaciona unicamente la geometria del
movimiento y el concepto de tiempo; mientras que el
estudio de las fuerzas asociadas con el movimiento se le
denomina Cinética; este estudio implica algunos
razonamientos abstractos y la proposicion de leyes basicas
0 axiomas.
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1.2.  Conceptos Basicos

La Ingenieria Mecanica se basa en la mecanica
newtoniana, en la cual los efectos relativistas son
despreciables. En la mecanica newtoniana ciertos
conceptos y definiciones son fundamentales y deben
comprenderse perfectamente desde un principio:

Espacio es la regién geométrica en la que tienen lugar los
acontecimientos, En este libro se utilizard la palabra
espacio para hacer referencia a una region tridimensional.
Sin embargo no sera raro referirnos al movimiento que
acontece en un espacio unidimensional o bidimensional.

Marco de referencia. La posicion en el espacio se
determina respecto a un cierto sistema o marco de
referencia mediante medidas lineales y angulares; El marco
de referencia fundamental para las leyes de la mecanica
newtoniana es el sistema o marco inercial primario o
sistema astronomico de referencia, que es un marco
imaginario de ejes mutuamente ortogonales que se supone
no tienen traslacion ni rotacion en el espacio.

Tiempo es una medida de la sucesion de acontecimientos
y en la mecanica newtoniana se considera cantidad
absoluta. La unidad de tiempo es el segundo, que es una
determinada fraccidn del periodo de rotacion de la tierra.

Fuerza es la accion de un cuerpo sobre otro. Una fuerza
tiende a mover a un cuerpo en la direcciéon de su accidén
sobre ¢l.

Materia es la sustancia que ocupa un espacio. Un cuerpo
es materia limitada por una superficie cerrada.

Inercia es la propiedad de la materia que produce una
resistencia al cambio de movimiento.

Masa es la medida cuantitativa de la inercia. La masa es
también la propiedad de todo cuerpo que siempre es
acompafiada por una atraccion mutua a otros cuerpos.
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Particula o Punto Material es un cuerpo de dimensiones
despreciables. Cuando las dimensiones de un cuerpo no
sean importantes para la descripcion de su movimiento, el
cuerpo puede ser tratado como una particula. Algunas otras
veces una particula puede tomarse como un elemento
diferencial de un cuerpo.

Cuerpo Rigido. El modelo de cuerpo rigido asume que
ninguna dimensidén del cuerpo cambia cuando este estd
cargado. Este puede ser un modelo satisfactorio para
determinar las fuerzas de reaccion requeridos en los
soportes de una estructura cargada o predecir el
movimiento de un elemento de maquina o de un vehiculo
bajo la accion de fuerzas. El concepto de cuerpo rigido se
trata de una hipotesis ideal, ya que todos los cuerpos reales
cambian algo de forma al ser sometidos a la accién de
fuerzas.

Escalar. Una cantidad a la cual solo se asocia una
magnitud se dice que es un escalar. Ejemplos de escalares
son el tiempo, el volumen, la densidad, la celeridad’, la
energia y la masa.

Vector. Una cantidad a la cual se asocia ademas de una
magnitud, una direccion y un sentido, se dice que es un
vector Ejemplos de vectores son el desplazamiento, la
velocidad, la aceleracion, la fuerza, el momento y la
cantidad de movimiento.

1.3.  Sistema de Coordenadas
Primero estaremos interesados en describir la posicién de
un punto material y después relacionarlo con el

movimiento de un cuerpo u objeto real.

La posicion de un punto material es definida solamente en
relacion a algunos ejes de referencia.

En el espacio de tres dimensiones se requieren tres
coordenadas linealmente independientes para describir la

' Celeridad = Rapidez
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posicion Unica de un punto con respecto al conjunto de
ejes de referencia elegidos.

Sistemas Unidimensionales de Coordenadas

Si se sabe que un punto se encuentra sobre una trayectoria
fija; tal como una linea recta, una circunferencia o una
Hélice Circular (Curva helicoidal); entonces solamente un
numero se requiere para localizar el punto material con
respecto a algiin punto de referencia sobre la trayectoria.
Este es el sistema de coordenadas usadas en planos o
mapas de carreteras donde la situacion del punto B (Figura
1.1) se dice estar por ejemplo a 10Km. del punto 4 a lo
largo de la carretera C:

Si no ocurre que A4 este en el extremo de la carretera C;
debemos especificar la direccion la cual sera considerada
como positiva. Este sistema a menudo es referido como un
sistema de ‘“Coordenadas de Trayectoria” o Sistema
Natural de coordenadas.

Sistema Bidimensional de coordenadas

Si un punto se encuentra en una superficie; tal como la de
un plano, un cilindro, o una esfera; entonces dos niumeros
se requieren para definir la posicion del punto. Para una
superficie plana, generalmente son empleados dos sistemas
de coordenadas:

a) Coordenadas Cartesianas. En este sistema una rejilla
de rectas ortogonales se construye y la posicion de un
punto se define en la intercesion de dos de estas retas.

En la Figura 1.2, el punto P se localiza respecto a los
ejes x e y por la interseccion de las rectasx =3 e y =2
y es indicado por P (+3,+2) o P (3,2)

b) Coordenadas Polares. En este sistema (Figura 1.3)
la distancia desde el origen es determinado
conjuntamente con el angulo que hace O P con el eje
de la x como coordenadas.
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Si la superficie donde se supone se encuentra
localizado un punto material, es una esfera, entonces
las lineas de latitud y longitud pueden ser las
coordenadas como el caso de navegacion terrestre.

Sistema Tridimensional de coordenadas
dimensiones son los mas

Tres sistemas de tres
comunmente utilizados:

a) Coordenadas Rectangulares o Cartesianas. Este
sistema es una extension simple del sistema
bidimensional, donde un tercer eje, el eje z, ha sido
agregado. El sentido no es arbitrario puesto que es
trazado de acuerdo a la regla del tornillo de rosca
derecha (mano derecha), como se muestra en la
(Figura 1.4). Este conjunto de ejes se conoce como
una triada de mano derecha normal.

b) Coordenadas Cilindricas. Este es una extension del
sistema de coordenadas Polares, la designacion para 6
y z positivas es mostrada en la (Figura 1.5). Es obvio
que si R es constante, entonces el punto material
deberd estar sobre la superficie de un cilindro recto.

c) Coordenadas Esféricas. En este sistema la posicion
de un punto material se determina por la distancia del
punto desde el origen (centro de una esfera) del
sistema y la direccion dada por los angulos 8 y O
como se muestra en la Figura 1.6(a) o 1.6(b)

Es importante hacer notar que; mientras que el
Movimiento Rectilineo es unidimensional, un movimiento
unidimensional no es limitado al de en una linea recta; Por
ejemplo, las coordenadas de trayectoria  son
completamente apropiadas para describir el movimiento de
un punto en el espacio como el angulo que es suficiente
para definirla posicion de una rueda o volante que este
rotando respecto a un eje fijo. También es cierto que las
coordenadas esféricas podrian usarse en situaciones de
movimiento en una trayectoria recta que no pase por el
origen O del sistema, sin embargo esto determinaria una
complicacidn innecesaria.

z
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1.4. Elementos Basicos de Algebra y Calculo
Vectorial

En la Mecanica de Ingenieria tratamos con muchas
cantidades que tienen tanto magnitud como direccion y que
se pueden expresar como vectores.

En este tema (1.4) haremos una revision somera de las
definiciones, conceptos y operaciones principales que se
manejan, de algebra y célculo vectorial en Mecanica.

Vector de Posicion.

Una recta trazada desde el origen O a un punto material P,
siempre determinara por completo la posicion de la Py es
independiente de cualquier sistema de coordenadas; de
aqui se desprende que alguna otra recta trazada a una
escala conveniente, puede también usarse para representar

la posiciéon de P respecto a O (se escribe OP).

En la figura 1.7 (b), ambos vectores representan la posicion
de P relativa a O, la cudl es mostrada en 1.7(a), como
ambos vectores de 1.7(b) teniendo la misma magnitud y la
misma direccion de P respecto a O; Estos vectores son
llamados vectores libres. De aqui que en mecanica un
vector puede definirse como un segmento de recta que
representa una cantidad fisica en magnitud y direccion. Se
tiene, sin embargo, una restriccion sobre esta definicion,
que en el siguiente tema serd considerada.

Adicion o suma de vectores

La posicion de P relativa a O puede considerarse como la
posicion de Q relativa a O més la posicion de P relativa a
0 como se muestra en la figura 1.8(a).

La posicion de P puede considerarse también como la
posicion de Q' relativa a O mas la posicion de P relativa a
Q’. Si O’ se elige de tal manera que OQ’PQ es un
paralelogramo, esto es 0Q’= QP 'y 0Q = Q’P, entonces el
diagrama vectorial correspondiente también sera un
paralelogramo. Luego, entonces el vector de posicion
representado por oq’ Figura 1.8 (b), es idéntico para el
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representado por gp , y oq es idéntico a ¢’p, infiriéndose
que la suma de dos vectores es independiente del orden de
adicion.

Por el contrario, si una cantidad fisica es un vector, en este
caso la suma de estas cantidades fisicas debera satisfacer la
ley del paralelogramo. La cantidad fisica importante en
Mecénica que no cumple esta regla de la adicion es la
rotacion finita, ya que puede demostrarse que la suma de
dos rotaciones finitas depende del orden de adicion.

La ley de adicion de los vectores puede ser escrita
simbolicamente como:

OP =00+ QP =QP+00Q  (1.1)

Notacion Vectorial

Como el algebra vectorial serd aplicada posteriormente en
forma extensa, es necesario Iniciar con la notacion
vectorial formal. Es conveniente representar un vector por
un simbolo sencillo y ha sido convenido en textos
impresos, que un vector generalmente sea denotado por
una letra en tipo negrilla, como ejemplo el vector r.

La magnitud del vector es cominmente designado por la
misma letra en tipo italica (cursiva), es decir la magnitud
del vector r se denota por r (la misma letra en cursiva en
vez de negrilla), o por |r| En textos de escritura manuscrita
el vector puede ser identificado por una pequena raya
arriba o debajo de la letra, por ejemplo para el vector r el
estudiante puede elegir el modo o manera de representar a
un vector ' = [K,r oF ’-’;]; recomendando la primera notacion
para un vector ( 7 ). Para un vector de posicioén, dado por
un segmento de recta dirigido, nosotros usaremos:

OP =r

El hecho que la adicion de vectores es conmutativa es
demostrado en la figura 1.9:

n

L

Figura 1.9



Figura 1.11

Principios de Mecanica para Ingenieria
r=r,+r,=r,+r, (1.2)

Todo vector sera asociado a un numero real igual a la
magnitud del vector. El nimero dependera, por supuesto,
de las unidades elegidas para representar a la clase dada de
vector. Es recomendable a menudo separar la magnitud de
un vector de su direccion. Esto se hace para incorporar un
vector unitario e (€ en escritura manuscrita) el cual tiene
una magnitud unitaria y esta en la direccion requerida. Por
lo tanto r puede escribirse como

r=re (1.3)

Donde r es la magnitud (un escalar). El modulo, escrito
como ‘r , es la dimension o tamano del vector y siempre es

positivo. En este libro, las magnitudes vectoriales pueden
ser positivas o negativas.

Componentes de un vector

Cualquier nimero de vectores que se adicionan para dar
otro vector suma son las componentes de este vector suma.
Generalmente las componentes de un vector son
ortogonales entre si, como se muestra en la Figura 1.10

En coordenadas Cartesianas rectangulares los vectores
unitarios en las direcciones x, y, z son dados por los
simbolos i, j, k respectivamente. Por lo tanto las
componentes de A (figura 1.11) pueden escribirse como:

A=A i+ A, j+ Ak (1.4)

Donde 4,,4,,A4, son las componentes de A con respecto a

los ejes x, y, z.
Resulta que, si B= B i+ B, j+ B, k, entonces
A+B=(4, +B,)i+(4, +B,)j+ (4, +B.)k (1.5

También es facil comprobar que
(4+ B)+ C = A+ (B+C)
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y también que
ad=ad, i+ ad, j+ad k (1.6)

Donde a es un escalar.

Consideremos una vez mas la expresion (1.4) del vector
A=A i+ A, j+ A, k, el modulo de 4 se determina por la

simple aplicacion del teorema de Pitagoras, dando

\A\=\/A)f + A7 + A

El coseno director. /, se define como el coseno del angulo
entre el vector y el eje x positivo, esto es, de la Figura 1.12

_ A

4

[ = cos((POL) (1.82)

De manera semejante

m = cos((POM ) = ﬂ (1.8b)

4

n = cos((PON) = 4, (1.8c¢)

4

De las ecuaciones 1.3 ala 1.10,

A A . 4,
e="—=""i+—"j+
A4 44

=li+ mj+ nk

4,
A

Esto es, los cdsenos directores son las componentes del
vector unitario; por lo tanto

P+m’ +n’=1 (1.9)

Obsérvese que:

9

Puesto que A y B son
vectores libres

" Figura 1.12
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Producto Escalary Vectorial

Estas combinaciones conocidas anteriormente como
producto directo y producto cruzado de vectores son
verdaderos productos, ya que, obedecen la ley fundamental
de los productos; es decir, la ley distributiva, la que
establece que al producto de A dentro de la sumade By C
es igual a la suma de los productos de 4 dentro de B y 4
dentro de C.

Producto Escalar de dos Vectores

El producto escalar de dos vectores A y B (referido
también como producto punto) se define formalmente
como ‘A‘-‘B‘cos&, figura 1.13, donde @ es el angulo mas

pequeio entre los vectores. El producto escalar se indica
por un punto colocado entre los simbolos de los dos
vectores.

A- BZ\AHB\cos(e) ’ (1.10)

Infiriéndose en esta definicion que 4B = B-A
De la figura 1.12 se ve que ‘A‘cosﬁ | es la componente de A

en la direccion de B; en forma semejante ‘B‘cos& es la

componente de B en la direccion de A. Esta definicion mas
tarde se vera su utilidad en la descripcion del Trabajo y
Potencia.

A-e=|4cos(6) (1.11)

Esto es la componente escalar de 4 en la direccion de e.

También de la definicion del producto escalar de dos

vectores se desprenden estas propiedades.

a) A-‘A=A? El producto escalar de un vector por si
mismo es el cuadrado de su magnitud

b) A:B =0 4+#0, B#0sisolosiA es perpendicular a B

c¢) En particular para los vectores unitarios i. j, k, a lo
largo de los ejes positivos de un sistema de
coordenadas rectangulares (Cartesianas).

2 El signo D significa *“ igual por definiciéon”
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i ik k=1

ST (1.12)
i-j=k-k=j k=0

Producto Vectorial de dos vectores

El producto vectorial o producto “cruz”, de dos vectores

se define como ‘A‘ ‘B‘ sen@ n (figura 1.14), donde @ es el

angulo mas pequefio entre los vectores, el vector n es un
vector unitario ortogonal al plano determinado por 4y By
su direccion se determina por la regla de la mano derecha.
El producto vectorial se representa por una cruz (X)
colocada entre los simbolos de los vectores.

D
Ax B=4|B|sen6n=—Bx A (1.13)
Examinemos las propiedades madas significativas del
producto vectorial, como lo hicimos con las del producto
escalar de dos vectores.

La operacion del producto vectorial de dos vectores no es
conmutativa, ya sea; de hecho, por la misma definicion, la
transposicion de los dos “factores” cambia el signo del
producto:

Bx A=|B|Alsen6(-n)=-AxB  (1.14)
Los vectores A x By B x A, tienen las mismas magnitudes

pero direcciones opuestas (figura 1.14).

El producto vectorial nulo es una prueba del paralelismo
de dos vectores no nulos. Si 4 x B = 0, con A#0, B # 0,
pués sen 6 debera anularse ya que 8 = 0° o § = 180°, asi A
y B tienen las mismas y opuestas direcciones y por lo tanto
son paralelos.

Sea la ecuacion vectorial con la igualdad de los productos
escalares A‘B = C-B, con B#0, que implica que ya sea,
A=C o A-C es ortogonal a B; sin embargo, para una
igualdad de los productos vectoriales no se puede decir lo
mismo. Si A x B=C x B, no es posible inferir que 4=C,
puesto que la ecuacién también se cumple, si 4A-C es
paralela al vector B.

)

N
\, B
NN
AN

11
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Ademads, por la definicion del producto vectorial, el
producto cruz de un vector por el mismo es el vector nulo

(0).

La multiplicacion del producto vectorial por un escalar es
“asociativa”, es decir,

k(4x B)=(k A)x B = Ax (k B) (1.15)

El estudiante no debe tener dificultad en comprobar por si
mismo esta ultima expresion.

El triple producto vectorial, Ax(BxC), pese a todo no
cumple con la ley asociativa:

Ax (Bx C)#(Ax B)x C

Puesto que B x C es perpendicular al plano de B y C,
Ax(Bx C) debe estar en el plano de B y C. De manera

similar, (4x B)x C debe estar en el plano de A y B. Estos

dos planos no son generalmente los mismos y los dos
vectores (Ax(BxC)) y (AxB)xC, por lo tanto no son

iguales.

Como el caso del producto escalar, encontramos las
relaciones con la triada de vectores unitarios, en los
productos vectoriales de cada una de las permutaciones
posibles de dos de tres vectores unitarios:

iXi=jxj=kxk=0,

ixj=—jxi=k
jk =kx j=i, (1.16)
kxi=—ixk=j.

Por ultimo como hemos establecido desde el principio de
este tema, que tanto, el producto escalar como el producto
vectorial son distributivas sobre la adicion de vectores para
dos vectores A y B referidos a un sistema de coordenadas
rectangulares cartesianas como, A=4 i+ A4, j+ A k;

B=B i+ B, j+ B, k; sera facil establecer el modo de
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simplificar los productos escalar y vectorial de estos dos
vectores A y B considerando la ley distributiva y las
relaciones de vectores i, j, k dadas en las ecuaciones (1.12)
y (1.16) para obtener una apropiada forma de calculo de
estas operaciones:

Para el producto escalar 4-B
A B=A(B,i+B, j+B. k)
=4-(B,i)+ 4-(B, j)+ 4 (B k)
=AB(i-i)+ A4,B.(j i)+ A.B,(ki)+
+ A,B,(i-i)+ A,B,(j i)+ A.B, (k- i)
+A,B_(i-i)+ A,B.(j-i)+ A.B.(k-i)

Por lo que
A B=A4B +A4B,+A4.B, (1.17)

Y para producto vectorial AX B
Ax B=Ax(B, i+ B, j+ B k)
= Ax(B,i)- Ax(B, j)+ Ax(B. k)
= A4,B (ixi)+ A,B,(jxi)+ A.B, (kxi)-
+ A,B,(ixi)+ A B, (jxi)+ A.B,(kxi)+
+ A,B_(ixi)+ A,B._(jxi)+ A.B_(kxi)
Por lo que
AxB=(4,B. - A.B )i+ (4.B, - A.B.)j—(4,B, — 4B, )k
(1.18)

Si AxB=C=C_i+C, j+C_k, vemos que las
componentes escalares de la ecuacion vectorial AX B=C
son las tres ecuaciones siguientes

C,=(4,B,-4.B,),
Cy = (Asz - Asz):_(AxBZ - Asz)’
C.=(4B -48)

Xy y

13
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Por lo que el vector C =Cxi + Cyj] + Czk se puede escribir
se puede escribir de la forma siguiente:

Ay A, A A A, Ay
C=i +(=0)j " l+k ,
ByBZ B B, BxBy
o en la forma
] j k
C=AxB=|A, Ay A, (1.19)
B, By B.
Mp Un concepto importante definido directamente en términos

del producto vectorial, es el de, momento de un vector
respecto a un punto. Sea un vector B emitido desde el

-

P 7 punto Q en el espacio, y sea P cualquier otro punto en el
o } B espacio (Figura 1.15). Sea r el vector de posicion de QO con
. 1 = respecto a P entonces el momento vectorial M, de B con

f,«” i respecto a, o en referencia a P, se define como
Figura 1.15 M,=rxB (1.20)

Dos importantes adiciones al concepto del producto de
vectores son necesarias complementar a la revision de los
elementos basicos de Algebra vectorial. Una de estas
adiciones es el triple producto escalar o compuesto.
(A xB)-C; la otra es el triple producto vectorial (4 xB) xC.

' — El producto (A%B)-C es igual al producto de (AxB) y la

'
{ //’;-? componente de C en la direccion de AxB . Como la
T ; _7 magnitud de AxB es el area del paralelogramo de la Figura
Coos® | . /o j; 1.16, (AxB)-C es el volumen del paralepipedo que tiene
L_ o fr como aristas adyacentes a 4, B y C Este volumen es
i positivo si 4, B, C forman una sistema de mano derecha, si
es al contrario, este volumen serd negativo; si los tres

Figura 1.16

vectores son coplanares ‘Ax B-C ‘ =0.

De la interpretacion del triple producto escalar como un
volumen, se infiere que
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(4xB)-C=A4-(BxC)=(BxC)- A= B-(Cx A)

En otras palabras, el triple producto escalar es invariante a
una permutacion ciclica de los factores y cambian de signo
para una permutacion no ciclica.

Sea: A=(4,,4,,4.), B=(B,,B,,B.),y C=(C,,C,,C.),
en coordenadas cartesianas, El triple producto escalar se
representa como un Determinante
i j k
(4xB)-C= A, A, 4, -(C.i+C, j+C. k)
B B, B,

Comoi-j=jk=ki=0y ii=j j=k k=1
Obtenemos en una expansion parcial el determinante.

A, A, A A A4,
(4xB)-C = — e, C.
BB, B_B. B.B,
C.C,C.
=4, 4,4,
B.B,B,

De la ecuacion 1.21 (AxB)-C=(BxC)- 4
Por lo que:
A A A,
(4x B)-C =|B,B B,

C.C,C.

15
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La combinacion de vectores Ax (BxC) se le llama Triple
producto vectorial. En este caso a diferencia del triple
producto escalar; los paréntesis son necesarios para evitar
ambigiiedad, 4 x(B*xC) no es generalmente idéntico con
(AxB)xC.

Para definir un desarrollo breve a este producto vectorial
doble, observemos que BxC es normal al plano definido
por B 'y C y que el producto vectorial de este vector y
cualquier otro tercer vector A, es perpendicular a BxC, y
debe, por consiguiente, estar en el plano contenido por B y
C.

Esto significa que Ax(BxC) es un arreglo lineal de By C
por lo tanto

Ax(BxC)=mB+ nC (a)

Donde m y n son factores escalares por determinar.
Realizando el producto escalar por el vector 4 ambos
miembros de la ecuacion (a), tenemos

A - Ax(BxC)=0=mA- B+ nA-C (b)

Esta ecuacion no permite la determinacion de m y n
explicitamente, solamente se puede encontrar la razén de m
ynquees m/n=(—A C)/(A4 B)

Por lo tanto, m =k A-Cy n = -k A-B, tal que
Ax(BxC)=k|(4- C)B-(A4- B)C] (c)

Como la comprobacién del valor de k =1, es compleja y
tediosa, no se presenta su desarrollo en forma directa, pero
si determinaremos la ecuacion para un calculo breve de
este doble producto vectorial bajo otras consideraciones.

Para esto, siempre podemos elegir el sistema de
coordenadas (x, y, z) de manera que: a). B tenga la
direccion x; b). C este contenido en el plano (x, y); c). 4
tenga componentes en (x, y, z) es decir:
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B=Bi, C=C,i+C,j, A=A i+ 4, j+ A4,k ()

Por lo que
A-C=4,C,+4,C,, A B=A,B, (e)
y también
BxC=B,C,k ()
entonces
AX(BxC)=(4,i+ A4, j+ A, k)x(B,C, k)
=-A,B,C, j+ A,B,C,i ®

Despejando en las dos primeras igualdades en (d) los
vectores i, j en funcion de B y C, resulta
1 1 C,

i=—B, j=—~0C-
Bl CZ BICZ

y sustituyendo valores en (/)

1 C 1
Ax(BxC)=-A4,B,C,| —C-——LB |+(4,B,C,)—B
()= LB amc))

Que segun (e) se puede escribir finalmente
Ax(BxC)=(A4-C)B-(A- B)C (1.23)

Por lo que de (1.23) se infiere que el valor de k£ de (c) es
efectivamente 1 (uno) y consecuentemente (1.23) es la
expresion vectorial reducida fundamental del triple
producto vectorial,

Ax(BxC)=(4-C)B-(4-B)C (1.23)

Como una regla de Mnemotécnica, obsérvese que el 2°
miembro del (1.23) es igual al producto “punto” de los
factores extremos multiplicado por el factor del centro
menos el producto “punto” del factor fuera del paréntesis y
el factor mas cercano a este, multiplicado por el factor
remanente.

17
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Figura 1.18
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Esta regla también es aplicable cuando el producto “cruz”
de dos vectores en paréntesis como un vector esta primero

(BxC)x A=—Ax(BxC)= Ax(Cx B)=(A4- B)C-(4-C)B
Pero

Ax(BxC)#(AxB)xC=(4-C)B-(B-C)A

Esta ultima expresion nos reafirma como ya se ha
establecido anteriormente que el triple producto vectorial
no es asociativo.

Derivada de un producto de dos vectores

A continuacion se revisan brevemente algunos aspectos del
calculo vectorial. Una discusiéon mas completa y amplia se
encuentra en los textos de calculo de vectores o en libros
sobre analisis vectorial.

Sea un vector de posicion r=r(u) una funcién continua
diferenciable de un parametro escalar u. Esto implica que
las componentes de r son funciones continuas
diferenciables de u (Figura (1.18)

Cuando u varia en forma continua desde u; a u, el extremo
de r = r(u) trazara una curva suave en el espacio desde

g :’"(”1)‘"”2 :’”(“2)
La derivada de r con respecto a u se define como

D _
ﬂ: lim r(u+ Au) r(u)zlimﬂ

du Au—o AM u—o AM

(1.24)

Expresando en términos de coordenadas cartesianas:
Sir=r (x, y, z), Entonces

ﬂ dx dy dz dz
du du du > du

Continuando esta linea de pensamiento, se tiene
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i(hA): lim (h+Ah)A+AA)-h A

du Au—>0 Au
. A—hA+hAA+ AhA A
lim

Au—o Au

ﬁA—i— hM (1.25)
du du

Donde hemos ignorado el infinitesimal del 2° orden.
En forma semejante:

D . — 4.
i(A-B)= lim (A4+4A4)-(B+ 4B)-A-B
du Au—o Au
_d4 p, 498 (1.26)
du du
y
D —
i(AxB): lim (4+ AA4)x(B+ AB)— Ax B
du Au—o Au

Inmediatamente se deduce que

i(A- BxC)=A BxC+ A-i(Bx C)
du du

=A BXC+ A BxC+ A BxC (1.27)

En forma semejante, obtenemos
j{Ax (BxC)} = Ax(Bx C)+ Ax(Bx C)+ Ax(BxC)  (1.28)
u

(El punto () arriba de la letra siempre indicara derivada
respectd a u)

Se ha visto ya la derivada de un vector con respecto aun
escalar. En algunas ocasiones es necesario invertir el
proceso, es decir, integrar un vector con respecto a una
variable escalar. Luego, si

19
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A= ddtB , la expresion inversa es B = IA dt+C

Donde C es una constante vectorial de integracion, esta
cantidad es constante en magnitud y direccién. Uno de los
métodos mas Utiles para integrar consiste en expresar el
integrando en términos de vectores unitarios constantes,
porque estos no cambian durante la integracion y la
derivacion.

1.5. Procedimiento General para la Solucion de
Ejemplos y Ejercicios de Mecanica

Una de las disposiciones mas efectivas para estudiar la
mecanica para ingenieria es resolver problemas;
situaciones simuladas y acondicionadas de la ingenieria
dadas en ejemplos y ejercicios.

La realidad de buenos habitos en el planteamiento de
problemas y en la representacion de sus soluciones resulta
una ventaja invaluable. Cada solucion debera proceder con
una secuencia logica de etapas desde la hipdtesis hasta la
conclusion y su representacion deberda incluir una
exposicion clara de los siguientes partes, cada una
identificada en forma evidente

a) Datos dados

b) Resultados deseados

c) Diagramas necesarios

d) Computo de resultados

e) Soluciones y conclusiones

En base a lo anterior se sugiere la siguiente secuencia de

etapas o pasos:

1. Lea el enunciado del problema cuidadosamente, las
veces que sean necesarias, hasta poderle enunciar con
sus propias palabras, tratando de correlacionar Ia
situacion fisica real presentada, con la teoria
estudiada;  estableciendo  cuales datos  son
proporcionados y que resultados son requeridos,
dando a cada dato e incognita el simbolo que debera
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representar en los diagramas y en las ecuaciones
modelos matematicos apropiados, que cubran esta
situacion. Si no cumple debidamente esta etapa, sera
muy dificil proseguir con éxito en los siguientes
pasos, para dar solucion al problema por resolver.

Trace el o los croquis y diagramas que sean de
utilidad. En situaciones que se tengan vectores fuerza,
es de importancia trazar los diagramas de cuerpo libre
apropiados; seleccionar un sistema conveniente de
coordenadas de referencia, mostrando el origen, las
direcciones de los ejes y sus sentidos positivos.

Decida, en base a la situacién presentada en el
problema a resolver y la relacion con los principios de
la mecénica de ingenieria involucradas en esta
situaciéon especifica, cuales son los modelos
matematicos, dados en ecuaciones independientes,
contengan los parametros conocidos y desconocidos
el numero de ecuaciones independientes debe ser por
lo minimo, igual a numero de parametros
desconocidos, (resultados, por conocer), para que se
tenga una solucion matematica compatible.

Identifique los pardmetros conocidos y desconocidos
de las ecuaciones linealmente independientes, con los
datos dados y los resultados por conocer del
enunciado del problema, disponiendo estos
parametros o valores en unidades congruentes, para
asegurar que las  ecuaciones  linealmente
independientes que se tengan, sean dimensionalmente
homogéneas.

Si el numero de ecuaciones linealmente
independientes obtenidas al aplicar el paso no. 3 es
igual o mayor que el numero de parametros
desconocidos; continuar los siguientes pasos en caso
contrario, si por el paso n° 3, existen mas incognitas
que ecuaciones independientes linealmente, es
necesario obtener la ecuaciones adicionales en la

21
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forma siguiente:

a) Mediante relaciones geométricas y cinematicas
en el caso de equilibrio de cuerpos rigidos y
cinética de particulas o cuerpos rigidos,
respectivamente.

b) Trazando diagramas de cuerpo libre de partes
diferentes del sistema y repitiendo el paso n° 3.

c) Aplicando las ecuaciones de rozamiento cuando
existe deslizamiento o el movimiento es
inminente entre las dos superficies rugosas en
contacto.

6. Organice las ecuaciones linealmente independientes
en un orden que simplifique su solucion; resuelva las
ecuaciones necesarias algebraicamente hasta donde
sea practico, después termine la  solucion
numéricamente. Represente sus respuestas numéricas,
con el niimero apropiado de cifras significativas y en
unidades coherentes. Encontrard que, en la mayor
parte de los ejemplos y ejercicios de este libro, se dan
los datos hasta con tres o cuatro cifras significativas.
En general, al menos que se establezca lo contrario,
puede suponer que todos lo datos que se dan en este
libro son exactos hasta tres cifras significativas.

7. Estudie las respuestas con juicio técnico y sentido
comun, haciendo las reflexiones y conclusiones que
pueda, a partir de estas respuestas

8. Una vez que el proceso de solucion del problema ha
sido concluido, pondere la posibilidad de que otros
medios diferentes, se obtengan las mismas respuestas
a la solucion del problema.

El aplicar este procedimiento general, requiere hacer el
trabajo tan limpio como sea posible. Por lo general la
limpieza en el trabajo estimula pensar claro y
ordenadamente.
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1.6. Ejemplos de Discusion y Ejercicios de Trabajo

Ejemplos de discusion :

Ejemplo 1.1 en la figura 1.19 un instrumento topografico
(teodolito o Transito), esta en C para medir distancias y

angulos.
b ) —
Respecto a los ejes fijos x, y, z en C, el punto 4 esta en un N X

elevacion de 9.2° arriba del plano horizontal (x,y). El —
cuerpo del instrumento ha girado respecto al eje vertical z, Figura 1.19
un angulo de 41° a partir de la direccion positiva del eje x,

para alinearse con 4.

L]

La distancia desde C a A4 es de 5005m. Los valores
correspondientes para el punto B son 1.3°, 73.4°y 7037 m.

Determine

(a). La localizacion de los puntos 4 y B en coordenadas
cartesianas relativas a los ejes que pasan por el punto
C)

(b) ladistanciade 4 a B,

(c) la distancia de 4 a B proyectada sobre el plano
horizontal (x,y)

Solucion ver figura 1.20 para el punto 4, r=5005m, 6=41°,
g =9.2°

y
z =rsen @ =15005 sen (9.2°) = 800.2m 3
R=rcos @ = 5005 cos (9.2°) = 4941.0m C
x= R cos 0 =4941 cos (41°) =3729.0m Figura 120
y= R sen 0=4941 sen (41°) =3242.0m ' =

Por tanto, 4 se localiza en el punto (3729,3242,800.2)m
Para el punto B, =7037m, 8 =73.4°, & =1.3°

z=rsen @=7T037 sen (1.3°) =159.7m

R=rcos @=7037 cos (1.3°) =70352m
x= R cos 0="7035.2 cos (73.4°) =2010.0m
y= R sen 0 =7035.2 sen (73.4°) = 6742.0m
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Por lo que B se localiza en el punto (2010,6742,154.7)m

_ —
Sumando los vectores CA y AB , tenemos:

CA+ AB=CB
0
AB=CB-CA

=(2010i+6742 j+159.7 k)—(3729i+ 3242 j+ 800.2 k)
(= 1719i + 3500 j—640.5k)m

La distancia de 4 a B esta dada por

AB = [(—1719) +(3500) + (= 640.5 = 3952m

Y la componente de AB en el plano (x y) es:

AB  =/(-1719) +(3500) = 3900m

X,y

Ejemplo 1.2 El punto A es localizado en (0,3,2)m y el
punto B en (3,4,5)m. Si el vector de posicion de 4 a C es
(-2,0,4)m, encontrar la localizacion del punto C y el vector
de posicionde Ba C

Solucion Una aplicacion sencilla de las leyes de la adicion
vectorial es todo lo que se requiere para la solucion de este
problema. Refiriéndonos a la figura 1.21

OC = 0A+ AC
=(3j+2k)+(-2i+4k)
=-2i+3j+6k

De aqui que el punto C se localiza en (-2,3,6)m

En forma similar:

OC =0B+ BC
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Por lo que:

BC =0C- OB
=(—2i+3j+6k)-(3i+4j+5k)
=(-5i-1j+1k)m

Ejemplo 1.3. Los puntos 4, B 'y P se localizan en
2,2,-49)m, (5, 7-)m 'y (3,4,5)m respectivamente,
determinar la componente escalar del vector OP en la
direccion de B a A y la componente vectorial paralela a la
recta AB.

Solucion: Para determinar la componente de un vector
dado en una direccidon particular, primero obtenemos el
vector unitario en esta direccidon y después realizamos el
producto punto entre el vector unitario y el vector dado.
Esto nos da la magnitud de la componente, la de otra
manera conocemos como la componente escalar

e
El vector BA se determina de la relacion

O B+ BA = 04
Asi

BA=0A-0B =(2i+2j-4k)-(5i+7 j—1k)
=(—=5i—1j+1k)m

La longitud del vector BA esta dada por
\

BA = AB =./(3% +5% +3%)="/43m

Y el vector unitario es:

_ BA _—(3i+5j+3k)
BA 43
La componente escalar requerida es
OP -0 — (3i+4j+5k)-(-3i+5j+3k)
743

:—(3><3+4><5+5><3):_6.71m

/43

e
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Figura 1.22
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El signo (-) indica que la componente OP (tomando la
direccion de O a P como positiva) paralela a B4 es un
sentido opuesto a la direccion de B a 4.

Si se quiere representar la componente de OP en la
direccion descrita como un vector multiplicaremos la
componente escalar por el vector unitario para esta
direccion BA. Por lo tanto

— —(3i+5j+3k)-6.71)
OP 3/ =
o J43

Ejemplo 1.4. En la Figura 1.22, los puntos C y D se
localizan en (1,2,4)m y (2,-1,1)m respectivamente.
Encuentre la longitud de DC'y el angulo COD, donde O es
origen del sistema de coordenadas.

=(3.07i+5.12 j+3.07k)m

Solucion: Si primero obtenemos una expresion en forma
vectorial para CD, luego el modulo de este vector sera su
longitud requerida.

Del principio de adicion de vectores,

OC+ CD = 0D , tal que

CD=0D-0C
=(2i-1j+1k)-(1i+2j+4k)=(1i-3 j-3k)m

=J12+(—3)2+(—32)=m=4-36m

y CD

Del producto escalar o producto punto de dos vectores que
implica el &ngulo entre estos vectores

0C- 0D = (0C) 0D )eos((COD)
Por lo tanto

0C-0D _ (li+2j+4k)-(2i—1j+1k)

cos(COD)= 5 Yop)) = WP+ 2 e a2 [ 224 (C1) + 1

_@+2)+e) 4
RS T
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Y <COD =69.12°

Como una verificacion, podemos determinar <COD de la
ley del coseno:

(oc? +op? -cp?)
(oc)op))
(21+6-19) 4

“(2ls)en) 26 - 0.3263

cos((COD) =

Por lo que
(COD =69.12°

Ejemplo 1.5. Encontrar un vector unitario perpendicular
al plano definido por lo vectores libres
A=2i-6j-3k y B=4i+3j-1k

Solucion: AXB es un vector perpendicular al plano de 4 y
B

i j k
AX B =12 -6 — 3 =15i-10j+30k
4 3 8

Un vector unitario paralelo a AxB es

AX B
=n
AXB,
Por lo que
_ (15i-10j+30k) _3;2,,6,
sy + (=108 +@3oy 7 777

Otro vector unitario opuesto en direccion, es -n
Es decir,
-3. 2.6
-n=—Ii+—-j——k
7 777

Ejemplo 1.6. Comprobar por medio vectorial la ley de
los senos para triangulos planos.
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Figura 1.23

Figura 1.24
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Solucion: sean a, b y c los lados del triangulo ABC como se
muestra en la figura 1.23; por lo que a + b + ¢ = 0
multiplicando ambos miembros de esta igualdad por ax,
bx,y cx en forma sucesiva, tenemos:

ax(a+b+c)=0—>axb=cxa (a)
bx (a+b+c)=0 — bxc=axh (b)
ex(a+b+c)=0—cxa=bxc (©)

De las ecuaciones (a), (b), (c) se determina que

axb=bxc=cXa

Esto es ab senC = bc senA = ca senB
0 Ley de los senos

send _senB _ senC

a b c

Ejemplo 1.7. Un vector fuerza F = (jg)(i’i— 4j+12k)N

con linea de accion pasando por Q(0.1, -0.1,0.1)m.
Encontrar el momento de F con respecto a la recta que une
el origen O al punto P( 0.0, 0.1, -0.1)m, figura (1.24).

Solucion: a) Primero determinaremos el momento de la
fuerza F con respecto al punto Py después, b) con respecto
a la recta OP.

a). El vector de posicionde Pa Q es
rpo =(0.1i- 0.2 j+ 0.2k)
El momento de F con respecto a P, se calcula mediante el
producto vectorial de rpp y F,
i j k
45
Mp=rpx F = 3 0,1 —0,2 0,2(N -m)
3 -4 12
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(g)( 1.6i—0.6 j+ 0.2k)(N - m)

() ol e o )

=5.955(2,)N - m

b). El vector unitario e en la direccion del vector de
posicion OP= 0.1j - 0.1k es

1.
(0.1j-0.1) _(0.1j-0.1k) (10(’_1‘))
Norp+cor] Loo2] ( ﬁj
10

Por lo tanto el momento de F respecto a OP es
M, = [MP- e]e = [(rPQX F)- eJe

Sustituyendo valores y resolviendo para el triple producto

escalar.
V2 A2
2 2 0 1-1
J2Y 1Y 45
M, =01 —0202|)=] = |— 1-22
” O 7] -2 20
135 180 540 3-412
13 13 I3
0 1-1
45 2
1 0 0e)
~(20) 13
3-4 12
1 -1
(e)
T260 -4 12
_ (1842,
13

=—1.958e Nm

29
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Pero también
M, = [Mp ele

45( 1.6i— 0.6 j+0.2k)- [f —fkﬂ

[45( 062 022
fgree)
s 2 .
- (13)(20)( ’ 2)}

_ 45[(—8)}

13(20)

= M(JeNm =—1.958e Nm

13

Quedando finalmente en forma de vector

Moo [ 1822 2,
or =73 PN A

B]—Ek Nm
137 13

Ejemplo 1.8. Encontrar el vector D en términos de A4, B,
C de la siguiente expresion.

D =(Ax B)x C+(BxC)x A+ (Cx A)x B

Solucion: Como el vector D es la suma de todos los triple
productos vectorial (con los paréntesis en el mismo lugar)
formada por los vectores 4, B, C en orden ciclico. Por lo
que, de acuerdo a la expresion reducida del triple producto
vectorial tenemos

(4x B)xC =(A4- B)B—(B-C)A,
(BxC)x A=(B- A)C-(C- A)B,
(CxA)xB=(C-B

I
w
)
a
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Sumando estas expresiones y usando la conmutatividad
natural del producto escalar de dos vectores, vemos que
D=0; esto es, para cualquiera de tres vectores 4, B, C,

(AxB)-C+(BxC)x A+ (Cx A)x B=0

Ejemplos de discusion y ejercicios de trabajo, referentes a
la aplicacion de los principios del calculo infinitesimal de
cantidades escalares y vectoriales, que utilizan en la
Mecanica de Ingenieria, no se han considerado en este
tema 1.6, por ser contemplados en los restantes capitulos
de este libro, en forma directa y con mayor detalle de su
aplicacion a la mecénica

Ejercicios de Trabajo

1.1.  Un vector de posicion esta dado por
OP = (3i+ 2 j+ 1 k)m determina su vector unitario.

1.2.  Un segmento de recta TQ con una longitud de 6m
y una direccion dada por el vector unitario

§i+ é J+ ék . Escriba P—Q como un vector.

1.3.  Un punto 4 esta en (1, 2, 3)m y el vector de
posicién de punto B relativo al punto A4, es (6i +
3k)m. Determine la posicion de B relativa al origen
del sistema de coordenadas.

1.4. Determine el vector unitario para el segmento, de
recta que une los puntos C y D, en la direccion de
C a D, donde C esta en el punto (0, 3, -2)m y D
esta en (5, 5, 0)m.

1.5.  El punto 4 se localiza en (5, 6, 7)m y el punto B en
(2, 2, 6)m. Determine el vector de posicion a) de 4
aByb)deBadA.

1.6- P se localiza en el punto (0, 3, 2)m y Q en el punto
(3, 2, 1)m. Obtenga el vector de posicion de P a Q

31
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1.7.

1.8.

Figura 1.25

1.9.

(=

Figura 1.26

y su vector unitario.

A esta en el punto (1, 1, 2)m. la posicion del punto
B relativaa 4 es (2i + 3j + 4k)m y la de un punto C
relativa a B es (-3i + 2j + 2k)m. Encontrar la
localizacion del punto C.

Las dimensiones de un salon son 6m x Sm x 4m,
como se muestra en la figura 1.25. Un cable esta
suspendido desde el punto P en el techo del cuarto
y una lampara L esta en el extremo del cable a 1.2m
verticalmente abajo de P.

Determinar las coordenadas cartesianas y
cilindricas de la lampara L relativas a los ejes x, y, z
y también encontrar las expresiones algebraicas
para los vectores unitarios del sistema de
coordenadas cilindricas ey, e, y e, en términos de

i, j, k.
Comprobar que las relaciones entre las coordenadas

cartesianas y cilindricas estan regidas por las
siguientes ecuaciones (ver figura 1.26);

x=Rcos@, y=Rsenb, R=(x2+y2)1/2, Hztg_l(lj
X

i=cos@e,—senbe,, j=senBe,+cosbe,, k=e,

1.10.
.
x
Figura 1.27
1.11.

e, =cos@i+senl j, e,=—senbi+cosOi, e, =k

En la figura 1.27 se muestra la localizacion de una
aeronave en coordenadas esféricas relativas a una
instalacion de radar, siendo esta (20000m, 33.7°,
12.5°) Determine la localizacion de esta aeronave
en coordenadas cartesianas y cilindricas.

(Cuéles son los angulos entre la recta que une el
origen O y un punto en (2, -5, 6)m y los ejes
positivos x, y, z?
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1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

En el ejercicio 1.7, determinar el &ngulo ABC.

Un vector esta dado por (2i+ 3 j+ 1k)m. ;Cual es

el componente de este vector a) en la direccion vy,
b) en una direccidn paralela a la recta que une los
puntos A y B, donde 4 es un punto (1, 1, 0)m y B
esta en (3, 4, 5)m.

Encontrar la distancia perpendicular desde el punto
(5, 6, 7)m a cada uno de los ejes x, y, z.

Los puntos A, B y C son localizados en (1, 2, 1)m,
5, 6, T)m y (-2, -5, 6)m respectivamente.
Determinar a) la distancia perpendicular de B a la
recta que pasa por AC y b) el angulo BAC.

Calcular la distancia perpendicular del punto P (1,
1, 1)m a la recta que pasa por los puntos 4 (-1, 0,
Symy B (2,1, -2)m.

Un plano pasa a través de tres puntos, P (1, 1, 1);
01, 2, 3) y R (4, 5, 13). ;Cudl es la distancia
perpendicular desde el puntos (3, 1, -5) al plano?

Dados dos vectores no paralelos 4 y B, establezca
un sistema de tres vectores mutuamente
perpendiculares D, E, y F en términos de A y B.

Encontrar el triple producto (BxC)xA de A=2i— 3j,
B =1k-1i, C = li + Ij +1k a) utilizando el calculo
directo y b) con la expresion reducida del triple
producto vectorial.
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CINEMATICA DE LA PARTICULA
EN MOVIMIENTO PLANO

2.1. Elementos Basicos del Movimiento

Recordemos que una particula puede definirse como un
objeto material cuyas dimensiones no son de consecuencia
en la solucion del problema bajo consideracion. Para los
propositos de referir la cinematica de tal objeto, el
movimiento puede tomarse como, el representativo de un
punto material con las caracteristicas o elementos del
movimiento que son Desplazamiento, Velocidad y
Aceleracion de una particula.

Desplazamiento de una particula
Si una particula ocupa la posicion 4 en el tiempo ¢; y en un
tiempo posterior t, esta adquiere la posicion B,
consecuentemente el desplazamiento es el vector AB
como se muestra en la figura 2.1.

En notacion vectorial,
rg=r, +Adr
0 Ar =rz—r, (2.1)

Aqui el simbolo A significa una diferencia finita. Si la
diferencia At=t, —t, es pequeiia, entonces

lim At—)O‘Ar‘ =ds, un elemento diferencial de la trayectoria.

Velocidad de una particula
La velocidad promedio de una particula durante el
intervalo de tiempo Af es definida como

Ar

vprom - E

Esta es una cantidad vectorial en la direccién de Ar. La
velocidad instantanea es definida como

Figura 2.1

35
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Figura 2.2.

L

Y

Av

Principios de Mecanica para Ingenieria

v=I[lim ﬂ —ﬂ
At—0 At dl

Si é, es un vector unitario tangente a la trayectoria,
entonces como At — 0,4r — ASe,

Tal que v=Ilim, ,, (ﬁ étj = %ét

= (2.2)

El termino ds/dt es el indice de variacion o cambio de la
distancia recorrida por la particula, a lo largo de la
trayectoria, con respecto al tiempo y es una cantidad
escalar generalmente llamada celeridad o rapidez, la
ecuacion (2.2) indica que la velocidad lineal tiene

dimensiones de longitud dividida por el tiempo, LT, y
sus unidades comunes son metros por segundo (m/s) en el
sistema S./.

Aceleracion de una particula
La aceleracion de una particula es definida (ver figura 2.2)
como

(2.3)

Avj_dv_dzr
At ) dt df?

a= llmAt—)O(

La direccion de a no es obvia y no sera tangente a la
trayectoria, como en el caso de la velocidad, al menos que
la trayectoria sea una linea recta. La ecuacion (2.3) indica
que las dimensiones de la aceleracion son de longitud

dividida por el tiempo al cuadrado, LT, y sus unidades
en el sistema S./., son metros por segundo al cuadrado
(m/s?).

Habiendo definido la velocidad y aceleracion de una
manera bastante general, las componentes de estas
cantidades para una particula restringida a movimiento en
un plano; de acuerdo al sistema de referencia de
coordenadas elegido; puedan ahora ser formuladas.

Es util considerar las maneras como la cantidad vectorial v,
puede variar con respecto al tiempo, ya que esto ayudara al
entendimiento del significado completo de aceleracion.
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Puesto que la velocidad es definida tanto por su magnitud
como su direccion, una variacion en cualquiera de estas
medidas, constituye una variacion en el vector velocidad.

Si la velocidad se mantiene en una direccion fija entonces
la aceleracion tiene una magnitud igual al indice de
variacion de la rapidez con respecto al tiempo y esta
dirigida en la misma direccion como la velocidad (no
necesariamente en el mismo sentido)

Si la rapidez permanece constante, por tanto la aceleracion
se debe Uinicamente al cambio en la direccion de velocidad.
Para este caso podemos ver que el diagrama vectorial
(figura 2.3) es un triangulo isosceles. En el limite, para
variaciones pequeias en tiempo, y por consiguiente para
pequenias variaciones en direccion, el cambio en velocidad
es normal al vector velocidad.

2.2. Movimiento Plano en Coordenadas Cartesianas
Ver figura 2.4, de la cual tenemos.

Ar=(x2 _xl)i+ (yz _y1)j

= Ax[+ Ay j
Ar  Ax . Ay 4
At At At
, Ar) dx, dy -
v=I[im — | =—1+— 2.4
At—)O(At) Ji dt'] (2.4)

De la figura 2.5 esta claro que

hﬂzwﬂx2-+y2i (2.5)

Donde la derivada con respecto al tiempo se denota con un

punto (-) sobre la variable, es decir, j}; =X.

La aceleracion es igualmente facil de obtener, partiendo de:

v=xl+yj

_:x.l

Figura 2.4

Figura 2.5

37
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tenemos

v+ Av = (x + A)i+ (3 + 4p)
dando

Av = Acl+ Ay §
, Av , Ax ~ Ay 4
a=llmm_>0(2j=llm (—l+—_]j
dx » dy 4

y 4 L7 LA
a="—"I1+"2j=xl+ 2.6
it Vi (2.6)

y el valor absoluto de la aceleracion es

la| = J@ +5?) (2.7)

Consideremos dos casos simples del movimiento de una
particula referido en coordenadas Cartesianas.

i) Movimiento en una trayectoria recta con aceleracion
constante
Eligiendo el eje x coincidiendo con la trayectoria del
movimiento, tenemos
X=a

Integrando con respecto al tiempo
[xdt = [(av/dt)dt =v
v=adt=at+C, (2.8)

donde C; es una constante dependiendo del valor de v
cuando =0
Integrando nuevamente,

jvdt = j(dx/dt)dx =x

x=[(at+C,)dt =;at2 +Ct+C, (2.9)

Donde (- es otra constante dependiendo del valor de x para
t=0
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ii) Movimiento con rapide; constante por una
trayectoria circular
Para la trayectoria circular mostrada en figura 2.6

x’+y’ =R’ (2.10)

Derivando en dos ocasiones con respecto al tiempo la
expresion (2.10), se tiene

2xx+2yp=0
y 2xx 4+ 2x7 + 2+ 297 =0
Puesto que 287 + 297 =207,
XX+ yp =—v° (2.11)

Vemos que, cuando y = 0, x = R,
X= —VZ/R
También, cuando x = 0, y =R,
y= —v? / R

O, en general (figura 2.7), la componente de la aceleracion
resuelta a lo largo del radio es

a,=xcosa + yseno
=X¥x/R+ iy/R

De acuerdo a la ecuacion (2.11) vemos que

a, == (@)

Resolviendo tangencialmente a la trayectoria,

a, =ycoso —xsen

= yx/R—3y/R ®

Derivando x° + y° =v’ con respecto al tiempo, tenemos

2%+ 2y =0

L/

Figura 2.6

Figura 2.7
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Trayectoria

Figura Ai
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Por lo tanto

y/E ==/
y de la derivada de la ecuacion 2.10; 2xx+2yp=0
tenemos

ylx==xy
dando

yl¥==i/y=y/x= jx=1iy
Por lo tanto vemos que, de acuerdo a la ecuacion (b)
a, =0

Este analisis debe de ser contrastado con la propuesta mas
directa en términos de coordenadas de trayectoria y
polares, que se muestran en los siguientes temas de este
capitulo.

Un ejemplo demostrativo muy importante del caso simple
i) con aceleracion constante referida a coordenadas
cartesianas es el de:

Un proyectil disparado con una velocidad inicial vy a un
angulo 6 con la horizontal, despreciando la resistencia del
aire, como se muestra en la figura Ai. Describa el
movimiento del vuelo del proyectil; esto es determine la
trayectoria y caracteristicas principales de este
movimiento.

Solucion: conocemos la aceleracion del proyectil, la
velocidad inicial y su posicion del proyectil, por tanto
suponemos, estar capacitados para ejecutar una integracion
para determinar la velocidad del proyectil y la trayectoria
del movimiento de esta particula o cuerpo. Como el
proyectil viaja muy cercano a la superficie terrestre, el
cuerpo tiene una aceleracion vertical hacia abajo debido a
la gravedad.
Asi
4 dv
dt

a=-

(a)

Y la velocidad inicial y posicidn del cuerpo es:
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v, = (vocos 9)i+ (vosen 6’)_; (b)

ry=0

La velocidad del cuerpo es determinada por la ejecucion
de una integracion de la aceleracion

t dr
v =v0+Iadt =
) dt
t n
=v,+[-gjat (c)
0

A
.

= (vocos 9)i+ (vosen 0—gt)j

y el desplazamiento del cuerpo se obtiene por la
integracion de la velocidad:

t
r=r,+ jvdt
0
(c’)
2
= (votcos 0)i+ (votsen 0— g; jJ

asi, la trayectoria del movimiento se da en forma
paramétrica
x(t)= vytcos @ (d)

2
y(t)= vytsen@ — g; (e)

Si despejamos ¢ de la ecuacion (d), y lo sustituimos en la
ecuacion (e), nos da

2

gx
=xtgl ————
e 2v;cos’0 )

Por lo tanto se ve en la ecuacion (f) que la trayectoria del
movimiento de la particula, serd de forma parabodlica.
Otras propiedades de la trayectoria pueden ser
determinadas, como el alcance o rango del movimiento, el
que se determina estableciendo y = 0 en la ecuacién (f):

41
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0= x[tge - Lj (2)

2
2v,cos@

0=x sen@ ng :
cos®  2v cos @

y, resolviendo para x

2. 2
2v,cos 6 senl

x=0; x=R=
gcos@

_ v, sen26
g

(h)

Puede observarse que el alcance méaximo ocurre cuando
6= 45°.

El tiempo de wvuelo del proyectil puede encontrarse
introduciendo y = 0 en la ecuacion (e)

gt’
0=v,tsenl — B3

Resolviendo para ¢
. 2v,sen@

g

(1)

La altura maxima que el proyectil alcanza puede
encontrarse de acuerdo a la ecuacion (e), para determinar la
distancia vertical y,; cuando el tiempo de vuelo es la
mitad del tiempo total del vuelo:

v,send

g

g(
vysen6 g
y=v,send -

( g J 2

Para r =

, tenemos
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v, sen’6
Vimax =h=——7—"
2 g ]
N
r- Ase,
2.3. Movimiento Plano en Coordenadas de rivar)
Trayectoria e |
El desplazamiento Ar en un intervalo de tiempo At es -
mostrado en la figura 2.8, donde As es la longitud del Figura 2.3
elemento de trayectoria. Con respecto a la figura 2.9, la avhe
direccion de la trayectoria ha variado en un dngulo Af'y la \ S X avle,
rapidez se ha incrementado por Av. Indicando que la vm vpa N\ 1)
magnitud de o(z+A¢) es (v+Av), la variacion en velocidad 5 a6
resuelta a lo largo de la normal inicial (original) es
Figura 2.9

(v + Av)sena6
Por lo tanto la aceleracion en esta direccidn es

a, =limAt_>OWSenAH

Para A9 muy pequefio, sen AG — Af; asi tenemos

(v46) s AvAej _ de
At At dt

a, = llmm—w(

y estd dirigido hacia el centro de curvatura, esto es, en la
direccion de ¢,

sip es el radio de curvatura, entonces

ds=pdf
por lo tanto
ds_ do
da " ar
por consiguiente
2
@ =yl BV (2.12)
pdt p
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El cambio en velocidad a lo largo de la tangente a la

trayectoria es
(v+ Av)cosA0 —v

Por tanto la aceleracion en la direccion tangente a la
trayectoria es

. (v+ A4v)cos A0 —v dv
llmAt_)O( y :E:at (2.13)
Resumiendo, tenemos
A

v=ve, =Zet (2.14a)
BLLPNLLY, (2.14b)

dt dt

2 2
=d—2ét+ Ye (2.14c)

dt p

Consideremos ahora los casos simples precedentes

i). Movimiento en una trayectoria recta con aceleracion

constante

a=ae, (e, en direccion fija)
d’s

o —=a (2.15)
dt’

La solucion en la misma que para coordenadas cartesiana
con x remplazado por s.

i) Movimiento en una trayectoria circular con rapidez
constante

2
a= (vJén (v y p son constantes) (2.16)
p



Cinematica de la Particula en Movimiento Plano
24. Movimiento Plano en Coordenadas Polares.
Las coordenadas polares son un caso especial de las
coordenadas cilindricas con z = 0, o de las coordenadas
esféricas con @ = ()
Refiriéndonos a la figura 2.10, puede verse que
Ar =|(r + Ar)cosA6 - r]é,,+ (r + Ar)sena6e,

por lo que la velocidad esta dada por

v=Ilim ﬂ—£é+rﬁé

At—0 At dt r dt 6
=ié.+roé, (2.17)

Resolviendo para las componentes de Av a lo largo de las
direcciones é, y é, (Figura 2.11), tenemos

Ar = [(r + Ai)cosAO — (r + Ar)(é + Aé’)senAé’ — f]ér +
+ [(r + A )senA6 + (r + Ar)(é + Aé)cosAQ — r@]ée

Para angulos muy pequefios, send6 — 460 y cos A0 — 1
y en el limite (Av)(46)=0; por lo que

. (Al*j (dv d@jA (,d@ do dr jA

a=lim, ,|— |=| ——-r0— & +|r—+r—+—0|\é,
At )\ dt dt dt  dtdt

a=(-r6)e +(ré +2i-6)é, (2.18%)

Una vez mas consideremos los dos casos simples (i) y (ii)

i) Movimiento en una linea recta con aceleracion

constante
6 = 0 todo el tiempo
a=rie =a,ée, (2.19)

> En (2.18); 0 = @ —velocidad angular en rad/s, 6 =d&=q — aceleracion

angular en rad/s®
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ii) Movimiento en una trayectoria circular con rapidez
constante
r = constante todo el tiempo

v=r0é,
Debido a que 7 y v son constantes, 6 es constante; tal que
a=r0’é = —(vz/r)ér (2.20)
Podemos considerar también otro ejemplo simple, que es
aquel, de una pequefia bola flotante que viaja a una rapidez
constante a lo largo de un rayo radial de una rueda de

bicicleta, que gira con una rapidez constante.

En este caso
a= l— rﬁzlér+ 2708,

de esta manera, vemos que existe una componente
constante de la aceleracion 276, en un angulo recto (90°)

al rayo, independiente de ». Esta componente se le conoce
como la componente de Coriolis de la aceleracidon, en
honor al Ingeniero Francés Gustavo Gaspar Coriolis.

2.5 Movimiento Relativo de Particulas

En esta seccion o tema adoptaremos la siguiente notacion:

"zy = posicion de B relativa a 4
4

’;zy = velocidad de B relativa a A4,...
y

De la figura 2.12

=r, + 2.21
(AR 221

Derivando con respecto al tiempo, nos da
l’.'%zl’.'%'Fi'%,'VB:VA'FV% (222)

f%:f%+i"%;a32al4+a% (223)
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[la notacion 7y y iy puede usarse en lugar de f% y i‘BO

para la velocidad y aceleracion relativas al origen de los
ejes de referencia]

Consideremos ahora el caso de una rueda de radio r, centro
en A, moviéndose de tal forma que A tiene movimiento
rectilineo en la direccion x y la rueda estd rotando a una

rapidez angular @ =0 (figura 2.13). La trayectoria trazada O 07— 5]

por un punto B en el exterior de la llanta de la rueda es
compleja, pero la velocidad y aceleracion de B puede

facilmente obtenerse usando las ecuaciones (2.22) y
(2.23).

Refiriéndose a la figura 2.13
Py =xl+ (ra)éa)zxf+ (—razsenﬁf+ ra)cosﬁj) (2.24)

en forma semejante,
i"ly =il+ (— ra@’ é,+ rd)ée)
0
=il ro’ (c0s9i+ Senﬁj)+ ra')(— sen@l+ cosﬁ})

= (x — ra’cos@ — rasen 6’)i+ (— ra’sen@ + raxos 6’)}
(2.25)

Un caso especial de la situacion precedente, es la de
rodamiento pero (sin deslizamiento) de la rueda. Esto
implica que cuando #=37/2, r;, =0. Esto es

0

iy, =(i+rw)l+0j=0
o

entonces:
X=—-rw
también
. . A7 2\
fy, =+ ro)l+ (re?); (2.26)
o
pero
X=—rw

por consiguiente
. 24
Fg, =r@ 2.27
% =" 227

J

A

i
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obsérvese que, derivando f% (6’=3%) no da

f% (6’=3%):6’ debera incluirse como una variable de

derivacion.

2.5.1. Movimiento relativo dependiente

Cuando dos o mas particulas estan en movimiento
simultaneo, sus movimientos pueden ser completamente
independientes. Consideremos, por ejemplo, dos trenes
moviéndose en vias paralelas y distintas. La posicion,
velocidad o aceleracion de un tren no influye en la
posicion, velocidad o aceleracién de otro tren; por tanto,
sus movimientos son independientes. Por el contrario, si
las particulas o cuerpo estan conectados por cuerdas,
cables, varilla, resortes u otro elemento de restriccion, de
cualquier modo, el movimiento de uno de los cuerpos
afectard generalmente el movimiento de cada uno de los
otros cuerpos, en estas condiciones estamos ante la
presencia del movimiento relativo dependiente de varias
particulas o cuerpos. Algunos ejemplos de tal movimiento
son ilustrados en las figuras 2.14 a, b ¢ y d, en las cuales,
cada particula o cuerpo tiene movimiento rectilineo,
estando las particulas o cuerpos conectados por cables
inextensibles y flexibles. En la figura 2.14a, si el cuerpo 4
se mueve hacia abajo una distancia AS, el cuerpo B debe
desplazarse la misma distancia hacia la derecha y las
coordenadas de posicion de los dos cuerpos estan
relacionadas por la longitud del cable o cuerda que los
conecta. Las posiciones de los cuerpos C' y D de la figura
2.14b también estan relacionadas por la longitud de la
cuerda que los interconecta, pero en este caso la relacion es
menos obvia que en el caso anterior. Las figuras 2.14c y
2.14d son otros ejemplos en los cuales la posicion de uno
de los cuerpos esta relacionada a la posicion de los otros
cuerpos por el cable o cuerda que los conecta.

Las relaciones entre las velocidades y entre las
aceleraciones de los cuerpos interconectados, se obtienen
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mediante la derivacidon con respecto al tiempo de una o
mas ecuaciones que relacionan las posiciones de los
cuerpos. Una bien definida asignacién o eleccion de los
signos en las direcciones respecto a las posiciones de estos
cuerpos es esencial o de mayor importancia para que los
resultados se interpreten correctamente. La coordenada
que nos da la posicion de cada uno de los cuerpos en los
diferentes figuras 2.14, es mostrada con una flecha que
indica la direccion positiva. En estos ejemplos la posicion
de cada cuerpo se mide a partir de una referencia fija en
lugar de hacerlo desde un origen en movimiento. Por tanto
en la figura 2.14d la posicion de A se mide desde las
poleas que permanecen fijas respecto al desplazamiento
vertical, mas que, desde la polea en movimiento D.

2.6. Movimiento Unidimensional

La expresion “unidimensional” no es considerada como un
sindbnimo con ‘“rectilineo, pues, no obstante que el
movimiento rectilineo es unidimensional, no todo
movimiento unidimensional es rectilineo.

Tenemos movimiento unidimensional referido en
coordenadas de trayectoria, si consideramos solamente el
desplazamiento a lo largo de la trayectoria; en coordenadas
polares consideramos solamente variaciones en angulo,
refiriendo el radio como constante. Consideremos una
situacion cinematica en coordenadas de trayectoria, figura
2.15, la localizacion de P estando determinada por S
medida a lo largo de la trayectoria desde algun origen O.
(esta trayectoria puede, por supuesto, ser una linea recta.)

La rapidez es definida como v= ds/dt , y dv/dt es el indice
de variacion de la rapidez con respecto al tiempo. Esta
cantidad es también la componente de la aceleracion
tangente a la trayectoria, mas no es la aceleracion total.
Podemos escribir

dv_dsdv  dv

a,=—=— =
dt dt ds ds

49

Figura 2.15



50

ds 3
d¢
O——
h p!
Figura 2.16
A
s 2
1
|
$ z
1
[
Figura 2.17

Principios de Mecanica para Ingenieria

Por lo que

dv d’s dv
== =Vy—
dt dt* ds

a

(2.28)

t

La mayoria de los problemas en cinematica unidimensional
requieren convertir datos dados en un conjunto de variables
a otro conjunto de datos, como un ejemplo: dada la manera
en la cual una componente de la aceleracion varia con el
desplazamiento, determinar la variacion de rapidez con
respecto al tiempo. En tales situaciones el trazar graficas
apropiadas es una ayuda util para la solucion de estos
problemas cinematicos.

2.6.1. Métodos  graficos para el movimiento
unidimensional

Grdfica Rapidez-Tiempo (figura 2.16)

Pendiente de la curva = i(@J =aq, (2.29)
dt\ dt
‘ 2( ds
Area bajo la curva = J(Ejdt =5, -, (2.30)

I

Por tanto, pendiente = indice de variacion de la rapidez
con respecto al tiempo

y Area bajo la curva = variacion del desplazamiento

si a, es constante, entonces la grafica es una linea recta y

Area bajo la curva =§(v1 +v2)(t2 —z‘l):sz -5 (2.31)

y
pendiente = a,
Grdfica Desplazamiento —Tiempo (figura 2.17)

Pendiente = % =V (2.32)
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Grdfica indice de variacion de la rapidez-Tiempo (figura

2.18)

5
Area bajo la curva =J%dt=v2 -V, (2.33)

4
si a, es constante, entonces:
Area bajo lacurva =a,(t, —1,)=v, - v, (2.34)

Grafica indice de variacion de la rapidez- Desplazamiento
(figura 2.19)

Ydv, 1, 1
Area bajo la curva = Iv—ds =—v) ——v; (2.35)
5, ds 2 2
Si a, es constante, entonces
I 1
als] ~sf)=3vi =i 236)
de 2.36 se implica v2 =v? + 2a,(s? — s) (2.37)

Grafica inversa de la rapidez-Desplazamiento figura

(2.20)

, Y1 %dr
Area bajo la curva = I—ds = I—ds =t,—t; (2.38)
5,V * ds

Las ventajas del trazar las graficas del movimiento son
muchas atn en los casos de aceleracion constante.

2.7.  Ejemplos de Discusion y Ejercicios de Trabajo
Ejemplos de discusion

Ejemplo 2.1. Un punto P se mueve a lo largo de una

trayectoria y su componente de la aceleracion tangente a la
trayectoria tiene una magnitud constante a,.

51
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La distancia recorrida a lo largo de la trayectoria es s. Para
t =20, 5s=0yv=v,.Demostrar que (a) v=v, +a,t, (b)

s=v0t+éatt2, (c) v’ =v, +2a,s y(d) S=é(V+V0)l‘.

Solucion:
v
a) Puesto que a, =—,
dt
dv=a,dt
v t
y Idv =aq, Idt ya que a,. es constante
Vo t():()
Por consiguiente
v—=v,=a,l
0 v=vy,+a,t (@)

b) yaque v=—,

1
§=vyt+ Eattz (7i)

c) de la ecuacion (i), ¢t = (V_V% y sustituyendo ¢ en
t

(if) nos da:

vV—v 1 vV—v ?
SZV()[ 0J+—at( 0]
a, 2 at

_vov—v(f +] [vz—Zvv0+v5j

—d
at 2! at’

2y - 2v; +v7 = 2w, +v,
2a

t
2_ .2
Vv =V 2 2
= 0 =v°=v) +2a,s (7ii)
2a

t
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d) también de (i), a, = (v =y )/ y sustituyendo a, en (i)

tenemos:
t
t _2v0t+(v—v0)t

2

_ ("02* "jz (iv)

Es importante hacer notar que las ecuaciones obtenidas
son para movimiento unidimensional con aceleracion
constante.

S =V, +

Ejemplo 2.2. Una particula describe una trayectoria
horizontal recta y su velocidad se expresa como:

F=v=(62—100)i ,

donde, el tiempo ¢ se expresa en segundos, r se mide en
metros. La particula se desplaza hacia la izquierda cuando
t = 2s. Determine: (a) La aceleracion de la particular
cuando ¢ =2s (b) El desplazamiento de la particula durante
el intervalo comprendido entre ¢t =Is y t = 3s (¢) La
distancia total recorrida durante el intervalo comprendido
entre t =Isyt=3s.

Solucion:
(a) cuando ¢ = 2s

y= [6(2)2 - 10(2)]i =+41"
S
y la particula se desplaza hacia la izquierda:

La aceleracion de la particula se obtiene derivando la
expresion de la velocidad. Asi

a:v:%((i 2 _100)i

(12¢-10)i,

y cuando ¢ = 2s
m
2

a=[1202)-10)i =141
S

=14 ﬂz hacia la izquierda
s

53



54

Principios de Mecanica para Ingenieria

(b) Como la velocidad es la derivada con respecto al

tiempo del vector de posicion: y=dr s integrando

dr=vdt

Por lo que
r= Iv dt

Si el origen O coincide con la posicion de la particula en el
instante 7,=0, se tiene sustituyendo valores

r j(6t2 —100)f @t =1[2r° —stz]iozo
(=0

Cuando t=1s
y cuando ¢ = 3s

El desplazamiento durante el intervalo ¢ = Is a ¢ = 3s es:

r=r,—r, =90 (=30 =120 m)
= 12 m hacia la izquierda

(c) En el movimiento rectilineo, las magnitudes del
desplazamiento y la distancia total recorrida son iguales
excepto cuando se invierte el sentido de la velocidad de la
particula.

De la expresion dada para la velocidad, v= (6 - IOt)f , la
velocidad v = 0 cuando ¢t = Os y t = 10/6 s = 1.667s.
Durante el intervalo ¢t = Is y t = 1.667s, la velocidad es
negativa; es decir, la particula se desplaza hacia la derecha
y desde ¢ = 1.667s hasta t = 3s, el vector velocidad se
dirige hacia la izquierda. Cuando ¢ = 1.667s, el vector de
posicion de la particula es:

Frosr = 1|2(1.667) - 5(1.667) |=—4.631
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La distancia total recorrida es la suma de las distancias
recorridas en las dos direcciones; es decir,

0 4”1.667‘”1“""’3_”1.667‘
=463~ (- 31) +[0i- (- 4.630)
=1.63+13.63=15.26m

La cantidad 1.63m es la distancia recorrida hacia la
derecha durante los dos tercios de segundo iniciales; y
13.63m es la distancia recorrida hacia la izquierda después
que la velocidad invierte su sentido.

Ejemplo 2.3. Una bola es lanzada con una velocidad de

25m/s con una pendiente de 4 vertical por 3 horizontal a un

edificio con un techo exterior plano. El edificio es de 15m,

y el hombre que lanza la bola se encuentra a 35m de la

fachada en un foso, de tal manera que la bola abandona su

mano a nivel del piso de la planta baja del edificio.

Despreciando la resistencia del aire.

(a) (Chocara directamente la bola con el edificio?

(b) Si la bola golpea directamente con el edificio,
determine el sitio donde choca con ¢l y la velocidad
con que lo hace.

Solucion: La bola lanzada recorre, como sabemos, una
trayectoria curva llamada parabola; para analizar el
movimiento consideremos el movimiento de la bola
lanzada como la suma de dos movimientos, horizontal y
vertical, que son simultaneos e independientes.

La figura 2.21(a) muestra tres posibles trayectorias de la
bola que dependen de la magnitud de la velocidad inicial;
mientras que la figura 2.21(b) muestra la trayectoria propia
para determinar la altura de la bola cuando ésta se ha
desplazado horizontalmente 35m en la consideracion que
la bola golpea sobre el techo o azotea del edificio, esto es
que la bola estara a una altura mayor de 15m sobre el nivel
del piso cuando esta ha viajado horizontalmente 35m.
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La velocidad inicial de la bola es

v, =E(25)i+§(25)}}7% ;
= (1514 20); v, = 25m/

La figura 2.21(c) representa la grafica de la componente
horizontal de la velocidad-tiempo, y la figura 2.21(d)
muestra la grafica de la componente vertical de la
velocidad-tiempo. No obstante que las distancias
horizontales en las graficas v-¢ (figuras 2.21(c) y 2.21(d)) y
en el croquis de la trayectoria (Figura 2.21(b)) no
representan la misma variable, esto es util si las escalas son
seleccionadas, tal que las puntos en las graficas v-¢
corresponden verticalmente con los puntos
correspondientes de la trayectoria de la bola. Por ejemplo,
cuando la bola se encuentra en el punto mas elevado de su
trayectoria, v,= 0 es el punto correspondiente en la grafica
v-t. Ya que a, es cero la grafica vt es una recta
horizontal. La componente vertical de la aceleracion tiene
un valor constante igual a g = 9.81 m/s? hacia abajo; luego
la grafica vt (figura 2.21(d)) es una recta con una
pendiente 9.81. El area bajo la grafica v,-¢ representa la
distancia horizontal de recorrida durante cualquier
intervalo de tiempo. Por tanto, cuando la bola ha viajado
35m horizontalmente.

Ax=35=v (At + At,)=15(4t, + At,)

At + At = j—; = 2.333s (a)

El tiempo At; requerido para qué la bola alcance el punto
de altura maxima D puede determinarse de la pendiente de
la grafica vy —¢. Luego

Y=g, =9.8]= 20
At At
y Aty =22 22,0395 (a)

9.81
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De la ecuacion (a) el valor de 4¢, es
Aty =2.333-2.039=0.294s

La velocidad v, puede determinarse de pendiente de la
grafica vy —t

La diferencia entre las areas Q; Q, representa la altura 4,
de la bola arriba del piso en el momento que
horizontalmente alcanza la fachada del edificio; esto es,

2002.039) 2.89(0.294
hy=0,-0,= (2 )_ (2 )

=20.39—-0.425=19.96m

Ya que el valor de /; es mayor que la altura del edificio, la
bola caera sobre el techo exterior de este edificio. La
distancia vertical, Qz figura 2.21(b), que la bola debe
descender desde el punto mas elevado de su trayectoria
antes de chocar en el techo del edificio, esta representada
por el area bajo la grafica v -¢. Esto es,

O;=0,-15=2039—-15=5.39m

que es igual al area del tridngulo correspondiente

v, (455) ~5.39

De la pendiente de la grafica v, - ¢ se tiene

v
a,=-—"=9.8I,

VAL

La solucion simultanea de estas dos ecuaciones da
At; = 1.048s

m
y v,, = ]0.28:
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La distancia horizontal recorrida por la bola, Ax, cuando
¢sta esta 15m arriba del nivel del piso es, de acuerdo a el
area bajo la grafica v, - ¢

Ax=v (At + At;)=15(2.039 + 1.048)
=46.3m

Por consiguiente la bola golpeara el techo exterior del
edificio 11.30m del borde correspondiente de la fachada
del edificio.

La velocidad de la bola al chocar con el techo exterior del
edificio, es la suma vectorial de los componentes

v=v, +v, =(15i-10.28 )/

e

v =15V +(=10.28) =18.19m/ 5; T saas

Solucion Alternativa: En algunos casos, puede resultar
conveniente resolver las ecuaciones diferenciales del
movimiento en lugar de utilizar las graficas v-¢ ; por lo que
de acuerdo a las ecuaciones obtenidas en el analisis del
ejemplo demostrativo del caso simple (i) para un
movimiento de una particula con aceleracion constante
referido a un sistema de coordenadas cartesianas; relativo
al lanzamiento de un proyectil con velocidad inicial v, a un
angulo 0 con la horizontal, despreciando la resistencia de
aire, tenemos:

De las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del
movimiento (d) y (f)

x(t)= vytcos @ (d)

y(t)=v0tsenl9—égt2 ()

y la figura 2.21(b) y la ecuacion (d)
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tenemos para x = 35m vy = 25m/s 'y cos 6 = 3/5 que el
tiempo empleado para este desplazamiento horizontal sera;

35 35x5

_25@} 25(3)

por lo que de la ecuacion (f)

(t)= 25(%}( % ) B é 9.8]( %JZ
-1 i(9.81)(§)2

=2.333s

3 2 15
=46.667 —26.705 =19.962m

Lo que muestra que la bola pasa arriba del edificio. Para
y= 15m (la altura del edificio); podemos determinar el
tiempo para esta altura de la trayectoria del movimiento de
la bola.

15= 25{1) - l(9.81)t2
5) 2

0=%t2—20t+15

Resolviendo esta ecuacidon de 2do. orden en ¢

+20+ \/202 - (4(9581 )j15

2(9.81)
2
_20£10.28
9.81

[ =

—t,=0.995yt, = 3.09s

El valor de t, = 3.09s es tiempo para determinar el
desplazamiento con x de la bola, donde la bola cae en el
techo exterior del edificio por lo que de la ecuacion (d)
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2

X, = 25(3.9)@] =46.35m
5

La velocidad de la bola al chocar en el techo exterior del
edificio, se determina para la ecuacion de la velocidad para
este movimiento parabdlico, que es

V= (vocosé’)i+ (v,sen6 — gt)jA'
sustituyendo valores, tenemos

v, = (25@)} I+ (25(3 —9.81(3. 09)}}

)
.

=151+ (20 - 9.81(3.09)) ]
=(15i-1031])/

Vi, =157 + (= 10317 |=18.20m/ s, T saa

Ejemplo 2.4. En un instante particular, un punto material
de un eslabon de un mecanismo, tiene una rapidez de
5.0m/s y una aceleracion tangencial de la de magnitud de
2.0m/s*. Si la magnitud de la aceleracion total es 3.0m/s”,
(Cudl es el radio de curvatura de la trayectoria trazada por
el punto en este instante?

Solucion La eleccion del sistema de coordenadas de la
referencia para este ejemplo no tiene dificultad ya que el
radio de curvatura es una caracteristica solamente de las
coordenadas de trayectoria.

En este sistema de coordenadas aceleracion total a (ver
figura 2.22) esta dada por
a=aé+a,e,

=5e.+ (V%jén (Ver ecuacion 2.14)
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2
La magnitud de a es \/S'Z +(V7pj , que sustituyendo

valores, nos da

30—\/22+(57j2:> ~ 1118
0= i p=11.18m

Ejemplo 2.5. De la figura 2.23. El centro C de la rueda
de radio 0.5m, tiene una velocidad constante de 2.5m/s a la
derecha. La velocidad angular de la rueda es constante e
igual a 6rad/s en el sentido de las manecillas del reloj. El
punto P esta en la parte inferior de la rueda haciendo
contacto con una superficie horizontal. Los P y Q estan,
como se muestran en la figura 2.23.

Determine (a) si patina o no, la rueda sobre la superficie
horizontal, (b) las velocidades y aceleraciones de los
puntos Py Qy (c) la velocidad y aceleracion del punto R.

Solucion: Generalmente la manera mas simple de tratar el
movimiento de un punto en una rueda o volante que ésta
rotando y trasladandose al mismo tiempo, es determinar el
movimiento del centro de la rueda y agregando el
movimiento del punto relativo al centro de la rueda. Tal
que para un punto arbitrario 4 y centro C, podemos hacer
uso de

YV, =Vetvy, (ver ecuacion 2.22)
Ye
y
a,=ac+ ay (ver ecuacion 2.23)
c
(a) Si la rueda no estd deslizdndose entonces la

velocidad del punto P debera ser la misma como la
velocidad de la superficie horizontal, es decir, cero.

De la ecuacion 2.17, la velocidad de P relativa a C esta
dada por

v17 =re,+rle,
c

Figura 2.23
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&

Figura 2.24a

€r

Figura 2.24b
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donde r es la longitud de segmento de recta CP y 6 es el
angulo que hace este segmento CP medido desde alguna
referencia en el plano de la circunferencia. Ya que r tiene
un valor constante (0.5m) entonces F=0 y v % no tiene

componente en la direccion de CP. La velocidad angular

del segmento de recta CP es € en la direccion contraria a
las manecillas del reloj (como @ se define como positiva en

este sentido); asi @ = -6 rad/s, y de acuerdo a la figura
2.24(a)

v17 =V, €, =r6"é6, =0.5(-6)1 :—Si”/
c

S

La velocidad de C es v, =2.5 ] % por lo que la velocidad

total de P es
_ _ A_ A: Am
vp=vetvy, =250-3 0.5im

lo que indica que la rueda péatina (resbala) en la superficie
horizontal de contacto.

(b) De la figura 2.24(b). Para el segmento de recta radial
CQ, tenemos que ¢é, =jy €, = —j

La velocidad de Q relativa a C es

vo, = r6,=0.5(-6)-)=3im/
C

tal que
_ _ A /\_ Am
Vo =vetvg, =251+ 31 =551 "/

Del ecuacion 2.18, La aceleracion de Q relativa a C esta
dada por

9, = (= r6?) +(ré + 2i6)é,
C

=(-0.5)-6)¢,

:1(9}"/2
S
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La aceleracion total de Q es

=a.+
ag=ac aQ/C

Solo que v, es constante, asi que a.= 0 . Por consiguiente

=—18“‘n/
a, J 52

(c) De la figura 2.24(c). Para el segmento de recta radial
CR, N

e, = sen30°1+ cos30° j =éi+é\/§}

é, =cos30° I+ sen30° j =§ 30+ é}' Figura 2.24c

Ademas la velocidad de R relativa a C es
v =108, =056 - Ly3i+1j)=(26i- 1.55)m/
Be 2 2 s

y
Ve =vetvy =250+ 2.61-1.5]= (s.08-1.55)m/

T

vo= 6.0 + C L5 |=5316mrs; 1o

El mismo resultado puede ser obtenido, del diagrama de

velocidades, figura 2.25, aqui v¢ y vgc son trazadas a una o

C

escala apropiada y en la correcta direccion y adicionadas ©O Vi
graficamente para dar vy P

Va R
Para la aceleracion total de R relativa a C, tenemos Figura 2.25

ay, = —rfé, =—0.5(- 6)2Gi+ éﬁj‘j
C

:(—Qi—]5.6f)%2

La cual es la aceleracion total de R, ya que ac =0
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Figura 2.26

Figura 2.27
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Por lo que

ap=(-91-1565/ ;ay=18m/ 5’ o |

Ejemplo 2.6. En el instante bajo consideracién el carrito
trole 7, figura 2.26, tiene de una velocidad de 4m/s hacia la
derecha y una desaceleracion de 2m/s. El brazo telescopico
AB tiene una longitud en ese instante considerado de 1.5m,
¢l cual estd aumentando a una razon constante de 2m/s. Al
mismo tiempo, el brazo tiene una velocidad angular en
sentido contrario a las manecillas del reloj de 3rad/s y una
aceleracion angular en el sentido de las manecillas del reloj
de 0.5 rad/s’. Determine para B (a) la velocidad y rapidez,
y (b) la aceleracion y su magnitud. Dar las cantidades

vectoriales en términos de los vectores unitarios 'y j.

Solucion: De la figura 2.26 tenemos los datos siguientes:

v, =)/, aA=(—2i)%2, 6=w=37ad/
9=d)=a=—0.5ra%2 , r=1.5m; del enunciado tenemos

que sera necesario determinar (a) vg=7, v3=2; (b) az=2,
ag=? en términos de /'y j las cantidades vectoriales.

De nuevo son requeridas coordenadas polares, por lo que
debemos escribir las expresiones para é, y é, en términos

de iy j (ver figura 2.27)

é. =c0s20°I+ sen20°

6, =—sen20°l+cos 20°

(a) De la ecuacion 2.17
vy = re.+rée, sustituyendo valores

vy = 2(0.9407+0.342])+ 15(3)- 0.342 }+ 0.940})
A

=(0.3411+ 4.915)m/
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De la ecuacion 2.22

Vg =V, + vC/ ; sustituyendo valores
A
v, =41+(0.3417+4.91])
— 7 s\m
= (4341 + 4.91f)m/

La rapidez de B es la magnitud de vg:

vl = 0347 + 4.91%)=6.55m/

(b) La aceleracién de B relativa a 4 es, la ecuacion 2.18
“zy = (r —r6’ )ér+ (ré + 2?9)69 en la que ¥ =0 ya que 7
4

es constante; sustituyendo valores, tenemos

ay = —~1.5(3)(0.9407+0.342})+

+[1.5(=0.5)+ 2(2)3]~ 0.342] +0.9407)
= (- 16547+ 5.96}')"/

2
A

De la ecuacion 2.23
ag=a,+a 5/ sustituyendo valores
4

=20+ (- 16.541+5.96 )
= (- 18.541+5.96 )/

2
S

y la magnitud de la aceleracion de B es:

la,|=(-18.54)" +(5.96) = 19.47'% ,

De nuevo una solucion grafica es posible, y un tanto breve;
pero con resultados menos exactos. Para el diagrama
vectorial de las velocidades, primero trazaremos a una
escala apropiada, v,, la velocidad de A4, 4m/s hacia la
derecha (figura 2.28). La velocidad de B relativa a 4, v% ,

Figura 2.28
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Figura 2.29

Figura 2.30
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teniendo sus componentes F=2 % y

r@=15(3)=4.5 % en sus direcciones respectivas se

suman a v, y el resultado es vz la cual debe estar a la escala
escogida para la figura.

Para el diagrama vectorial de las aceleraciones primero
trazamos, a una escala apropiada, un segmento de recta
para representar la aceleracion de 4, a,. Esta es 2m/s” a la
izquierda. La aceleracion de B relativa a 4, a 5/ es sumada

vectorial a a4, Las componentes de a 5/ son
4
i—r6’ =0-1.5(3) =—]3’.5’7/2 en la direccion de €, y
s

r6+2r0=1.5(- 0.5)+2(2)3=11.25”/2 en la direccion
s

de é,. La aceleracion de B, ap, puede ser determinada de
acuerdo a la escala de la figura 2.29.

Ejemplo 2.7. Un vehiculo de carreras B es filmado desde
una camara montada en otro vehiculo 4, el cual esta
viajando a lo largo de una carretera recta a una rapidez
constante de 72km/h. El auto de carreras se estd moviendo
a una rapidez constante de 144km/h a lo largo de una pista
circular, con centr6 en O, la que tiene un radio de 200m. En
el instante representado por la figura 2.30, 4, By O son
colineales.

Determinar la velocidad angular y la aceleracién angular
de la cdmara, de manera que la imagen B permanezca
posicionada centralmente en el visor de la camara.

Solucion: Para encontrar la velocidad angular y Ia
aceleracion angular, necesitamos primero determinar la
velocidad y aceleracion de B relativa a 4 referidas a las
coordenadas polares dadas y después aplicar las ecuaciones
2.17 y 2.18, de la velocidad y aceleracion de una particula
respectivamente, en coordenadas polares. Con los datos de

la rapidez de 4, v, = 72kmh , la rapidez de B,
vy =144 k% y los datos de la figura 2.30
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La velocidad de B es perpendicular al segmento de recta
AB, asi que

1000 n A
_ LYYV __ m
VB_]44(3600j( ea)— 40e94
La velocidad de A es

1000 . 4
v, =72 [ =200m
4 (3600) /f

Resolviendo el vector unitario / en las direcciones de €, y
de é,, tenemos.
_ o oA
v, =20(~cos30°é,~ sen30°¢é,)

—(— 5 > \m
= (=108, - 17.32¢,)"/
La velocidad de B relativa a A es
ve/==vB—wg4=—40é9—(—10éf—]Z32é9)
A

=(10,~ 22.686,)"/ (i)

[ambién, de la ecuacion 2.17
v, =ié +rlé ii
v : o (if)

comparando las ecuaciones anteriores (i) y (if) y de la
observacion de la figura 2.30, tenemos que

r=(230/cos30°)— 200 = 65.58m

por lo que encontramos que
F=10m/
S

y la velocidad angular de la camara es
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Figura 2.14b
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La aceleracion de B es mas conveniente encontrarla de la
ecuacion 2.14.b (coordenadas de trayectoria)

2
a,=06-20"; _ 86 —se
200
ya que de acuerdo a coordenadas polares (Ecuacion

2.18,a, = (r—r&z)e +(r6+2r6)e9 para la situacion de

este ejemplo i=0, -r6? =| 200 — 40
200

r@ =0, 270=0 el auto de carreras se considera girando
con centro en O,

a,=r0’é. =200 — 90 r:8é
200

;
La aceleracion de B relativa a A es

a%zaB—aAzé’ér (iii)
También, de la ecuacion 2.18,

g = (r —ré )er+ (ré + 2?9)69 (iv)

Comparando las ecuaciones (iii) y (iv) vemos que

O=r6+2r0=65580 +2(10)-0.346)

De aqui que la aceleracion angular ¢ =6 =@ de la camara
es

_20(0.346) _ ]055@

65.58 s’

Ejemplo 2.8 Obtener las ecuaciones que relacionan las
velocidades y aceleraciones de los cuerpos C y D del
sistema definido en la figura 2.14b

Solucion La longitud del cable que conecta los cuerpos C'y
D es:
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L=3S.+S,+> L,p (a)

Donde L p representa la longitud de la cuerda arrollada en
cada una de las poleas y tramos de cuerda de longitud que
no varia. Obsérvese que ZL 4p ©S una constante, en

consecuencia la ecuacion (a) puede expresarse como:
3S¢+Sp,=L-> L,p=L (b)

En la que L’ es una constante. Derivando la ecuacion (b)
con respecto al tiempo, se tiene

ds. N das,
dt dt
ve + vy =0

3 =0

Esta ecuacion indica que si v¢ es positiva (hacia abajo), vp
es negativa, es decir, dirigida hacia arriba, y su magnitud
es igual a 3 ve.

Derivando por segunda vez, tenemos:
dv. dv
RO + 2D _
dt dt
Ja. +ap =0

Ejemplo 2.9. Tres cuerpos 4, B y C estan conectados
mediante cuerdas y poleas en la forma indicada en la
figura 2.14d. Los tres cuerpos se sueltan al mismo tiempo,
desde el reposo, que inicialmente se encuentran al mismo
nivel. El cuerpo A posee una aceleracion constante de
140mm/s” hacia arriba y C posee una aceleracion constante
de 40mm/s’ hacia abajo. Calcular el tiempo requerido para
que la distancia vertical entre el cuerpo A y el B sea
400mm.

Solucion: La longitud de la cuerda arrollada en las poleas
y la distancia horizontal entre las poleas superiores; son

Figura 2.14d
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by ve=140 At
‘ 1
A
140
|
t
!4 At =]
i !
l )
i vg =60Ar
Ve | t
q
40 ¢
} 1 ve = 40A:
Figura 2.31
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constantes y no es necesario tomarlas en consideracion
durante la determinacion de velocidades y aceleraciones.
La longitud de la cuerda entre 4 y B; considerando la
direccion positiva, la que se dirige hacia abajo; es

L, Z(SA _SD)+ (SB _SD)
=S,+S;,-25,
La longitud de la otra cuerda es
L,=S.+S5,
Eliminando la posicion Sp de estas dos ecuaciones se tiene

S, +8,-2(L,-S.)=L,
S, +Sz+2S.=L,+2L,

Derivando esta tltima expresioén con respecto al tiempo, se
obtiene
ds, dS ds
4478 427C =90
dt dt dt

V,+tvg +2v. =0
Derivando por segunda vez se llega a
a,+az+2a.=0
Por lo que sustituyendo los datos, a,=-140 mn/ 5y
S

ac = +40mn/ ,» en esta expresion de la aceleracion
s

—140+a, + 2(+ 40)=0

a, =140 - 80=60 m'% , (hacia abajo)

En la figura 2.31 (a), (b) y (c) se representan las graficas
velocidad-tiempo de los tres cuerpos, en ellos se indican
las magnitudes de las velocidades y aceleraciones. Como
desplazamiento A4 es hacia arriba y el de B es hacia abajo,
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La distancia entre 4 y B es igual a la suma de los
desplazamientos:

140(At)’ .\ 60(At)’
2

=400

9.4+ las]=
de donde el intervalo de tiempo es
(A =4= Ar=2s

Ejemplo 2.10. Un automovilista viaja a 72km/h, cuando
observa que la luz de un seméforo a 320m adelante se pone
en rojo durante 20s. ;Que debe hacer para pasar semaforo
a 72km/h en el momento exacto en que se pone la luz
verde otra vez? Tracese la curva v-f, seleccionando la
solucion para la cual se tengan los valores mas pequefios
posibles de desaceleracion y aceleracidon, y determinense:
a) La desaceleracion y aceleraciéon en m/s” b) La velocidad
minima alcanzada en km/h

Solucion: Datos vy=72km/h=20m/s, v/~=20m/s para At=20s
y Ax=320m. Trazar grafica v-t y determinar a) La .
aceleracion y desaceleracion en m/s’ y b) la velocidad — msn

minima alcanzada en km/h. .
+

A

Trazamos la grafica v-f con vy=v,=20m/s y el area bajo la /y s
curva v-r=320m (figura 2.32b). Para un aceleracion y
desaceleracion mas pequefia elegimos un aceleracion

constante y una desaceleracion constante de la misma Figura 2.32a
magnitud (figura 2.32a)
v
De la grafica v-¢, el area bajo la curva AR
20 20
A, 22(é)(20+"10)(10)=320
por lo que (b) vio = 12m/s = 43.2km/h 0 108 20s t(s)

) , . Figura 2.32b
De la grafica a-t, el area bajo la curva

A, = _a(At) =Vio — Vo
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Figura 2.33
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2.1.

2.2

2.3.

2.5.

Vo—Vvy 12-20

or lo tanto (a¢)—a = =—0.8”/
P (@) Al 10 s

a=i0.8%2

Ejercicios de Trabajo

La posicion de un punto, en metros esta dada por
r= (6t - 5t2)f+ (7 + 8t3)j', donde ¢ es el tiempo en
segundos. Determine la posicién, velocidad y
aceleracion del punto cuando ¢ =3s

La aceleracion de un punto P moviéndose en un
plano estd dada por a=3t" I+ (4t+5)j’7/2,
S

donde ¢ es el tiempo en segundos. Cuando =2, la
posicion y velocidad respectivamente  son

121+ 26333} y {101+ 20§}/

Determine la Posicion y velocidad del punto para
t=1Is

La aceleracion de una particula se define por la
relacion a=-kx” la particula estd inicialmente en
x=900mm, sin velocidad inicial, y se observa que
su velocidad es de /0m/s cuando x = 300mm.
Determinense: a) el valor de &, b) la velocidad de
la particula cuando x= 500mm

Un avion a 6,000m de altura (figura 2.33) sigue un
curso horizontal que pasa sobre una bateria
antiaérea. La rapidez del avion es 240m/s. El
angulo del cafion es de 60° la velocidad de salida
de proyectil es de 600m/s. Calcule el &ngulo f de la
linea de observacion en el instante que debe
dispararse para que el proyectil alcance el avidén
durante su vuelo ascendente.

Un punto A4 esta siguiendo una trayectoria curva y
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2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

y en un instante particular, el radio de curvatura de
la trayectoria es /6m. La rapidez del punto 4 es
8m/s y su componente de la aceleracion tangente a
la trayectoria es 3m/s’. Determine la magnitud de
la aceleracion total.

Una particula se desplaza en un plano vertical a lo
largo de una trayectoria circular de /0m didmetro.
La distancia a lo largo de la trayectoria desde la
parte mas baja de la circunferencia a la particula es
s=¢’-3t, donde s esta en metros y ¢ en segundos (el
sentido contrario a las manecillas del reloj es
positivo) Determinar la velocidad y aceleracion de
la particular cuando ¢ =3s.

Una bola es lanzada desde la parte mas alta de un
edificio de 70m de alto, con una velocidad
horizontal de 25m/s. Determinar el radio de
curvatura de la trayectoria de la bola, cuando ésta
se encuentra a 75m del edificio

Un punto P se mueve en una trayectoria circular
de radio 5m a una rapidez constante de 0m/s.
Cuando el punto alcanzar la posicion mostrada en
la figura 2.34, obtener su velocidad y aceleracion
como vectores referidos al sistema de coordenadas
mostrado.

Un brazo telescopico AB gira con pivote en 4 en
un plano vertical y se extiende a una razén
constante de /m/s, la velocidad angular del brazo
se mantiene constante en JSrad/s en sentido
contrario a manecillas del reloj, figura 2.35.
Cuando el brazo esta a 30° con la horizontal, la
longitud del brazo es 0.5m. Determinarse la
velocidad y aceleracion de B.

La particula 4 de la figura 2.36 recorre la
trayectoria circular en sentido contrario de las
manecillas del reloj con rapidez constante v.

73
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Figura 2.34

y
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Figura 2.35

Figura 2.36r
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a) Calcule las componentes radial y transversal de
la aceleracion de 4 cuando /# = 0.8b.

b) Pruebe que el resultado de la parte (a) es igual a
la componente normal de la aceleracion de A.

2.11. La mesa circular de la figura 2.37 gira en un plano
horizontal, mientras que la bola se desliza en la
ranura de la mesa. En un instante especifico, la

o bola se encuentra a 350mm del punto O y se mueve
T  E— i hacia fuera a razéon de /150mm/s, mientras que la
37% mesa cuenta con una velocidad angular de 2rad/s y

una aceleracion angular de 8rad/s’, ambas en
sentido de las manecillas del reloj. Calcule:

a) La magnitud de la aceleracion de B si # =0

b) El valor de #si ap debe ser minima

Figura 2.37

2.12.  Un barco que estd navegando hacia el norte a 5
nudos’ y otro barco B estd navegando hacia el
Noroeste a 10 nudos. Encontrar la velocidad de B
relativa a la de 4.

2.13.  Resolver el ejercicio 2.9 del brazo de telescopico
asumiendo que la velocidad del pivote 4 es

(7i+ 2})% y su aceleracion es (4i+ 6}’)%2.

Ademas determinar para este caso la rapidez de By
la magnitud de su aceleracion.

2.14. La rueda trasera de una bicicleta es de 7/0mm de

didmetro y la manivela-pedal es de 170mm de

longitud. Si la bicicleta esta corriendo a 22km/h, y

- ﬂ : los pedales realizan una revolucion por tres
— revoluciones de las ruedas, determinar la velocidad

Cuerda lineal del pedal cuando la manivela estd vertical

5p (posicion superior e inferior).

D Z .
= I7 2.15. Los cuerpos D y E del sistema mostrado en la

figura 2.14c estan conectados mediante un cable

| | inextensible de /m longitud. Cuando Sp es 0.6m
Figura 2.14¢

* 1 Nudo =1 milla nautica/h = 6082.66 pies/hora = 0.515m/s
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2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

(hacia arriba), el cuerpo £ posee una velocidad de
1.6m/s hacia arriba y una aceleracion de 0.8m/s’,
hacia abajo. Calcule la velocidad y aceleracion de
cuerpo D.

Los cuerpos 4 y B de la figura 2.38, estan en
reposo inicialmente. Calcule el valor de Ila
aceleracion constante que posee el cuerpo 4 si el
cuerpo B se desplaza 200mm hacia la derecha
durante los 4s iniciales del movimiento.

Para el mecanismo mostrado en la figura 2.39,
determinar la velocidad de C relativa a B y la
velocidad de C.

Un punto P se mueve en una trayectoria recta, tal
que, su aceleracion esta dada  por

a=(6x2 +3x+2)"/2, donde x es la distancia
s

recorrida en metros. Cuando x=0 su rapidez es
cero. Encontrar su rapidez cuando x=4m.

Un vehiculo por una carretera recta, puede
acelerar a 6m/s” y desacelerar a 9m/s”. Calcular el
tiempo minimo que requiere el vehiculo para
recorrer [35m partiendo desde el reposo y
retornando a esta condicion al final del recorrido.
¢ Qué velocidad méxima alcanza el vehiculo?

Un esquiador recorre /8m sobre la falda de una
montafia durante un intervalo de 2s y otros /8m
durante el “segundo” siguiente. La aceleracion es
constante durante el periodo de 3s. Calcule la
velocidad del esquiador al final del intervalo de
3s.

Un hombre salta desde un globo que permanece
estacionario a una altura de /500m sobre la tierra.
Se tiene un tiempo de espera de /0s antes de abrir
el paracaidas que lo desacelera a razén de 6m/s’
hasta que la velocidad es de 6.6m/s. A partir de
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2.22.

este instante continlla descendiendo con velocidad
constante de 6.6m/s hasta aterrizar. ;Cuanto tiempo
necesita este hombre para descender hasta la tierra?
Despreciar el efecto de rozamiento del aire durante
el descenso libre inicial de /0s, considerar que la
aceleracion debida a la gravedad es 9.81m/s’

Un acelerdmetro montado en un vehiculo mide la
magnitud del aceleracion tangencial a,. Al mismo
tiempo la distancia recorrida, s, es registrada con
los resultados siguientes en los que a, esta dada en
(m/s’) y s en (m)

a — 12 21 26 21 04 -13 -08 0.1 09
s— 0 5 10 I5 20 25 30 35 40

Dado que la rapidez inicial hacia adelante es de
3.0m/s y la aceleracion varia suavemente con la
distancia recorrida, encontrar para s =40m.

a) larapidezy

b) el tiempo empleado

Sugerencias para resolver este ejercicio 2.22

1*  Para resolver el inciso (a), trazar la grafica a,—
s y encontrar el area bajo la curva por medio
de la regla de Simpson o la regla trapezoidal.

2* Para resolver el inciso (b), trazar la grafica

% — s y encontrar el area bajo la curva en la

misma forma que para el inciso (a).
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CINETICA DE LA PARTICULA EN
MOVIMIENTO PLANO
Parte A: Fuerza Masa y Aceleracion

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos estudiado la cinematica del
punto material moviéndose en un plano; la velocidad y
aceleracion se han definido en varios sistemas de
coordenadas y para una variedad de condiciones. Ahora se
estudiaran las fuerzas asociadas con el movimiento.

El concepto de fuerzas es muy util debido que nos permite
conjuntar apropiadamente las ramas o divisiones de la
Mecénica de Ingenieria. Por ejemplo el conocimiento de la
fuerza requerida para acelerar un vehiculo hace posible
decidir sobre el tamafio de la maquina y el sistema de
transmision mds apropiados de acuerdo a las condiciones
cinematicas y de resistencia; de aqui que la fuerza actia
como un medio de intercambio entre la termodinamica
electrotecnologia y la ciencia de los materiales.

3.2 Leyes del Movimiento de Newton

Las leyes de Newton definen el concepto de fuerza en
términos de movimiento producido por la fuerza; si ésta
acta sola; la cual es desde el punto cinético. El por qué
desde el punto de vista estitico, lo discutiremos
posteriormente.

Estableceremos primero las tres leyes de movimiento de
Newton en la forma que se tiene en la literatura corriente
mas generalizada.
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Primera Ley

Todo cuerpo continia o permanece en estado de reposo o
de movimiento rectilineo uniforme (velocidad constante)
sino actua fuerza alguna sobre €l.

Segunda Ley

El indice variacion con respecto al tiempo de la cantidad de
movimiento lineal (momentum) de un cuerpo es
proporcional a la fuerza actuando sobre el cuerpo y esta en
la direccion de la fuerza.

Tercera Ley

En la Interaccion de cuerpos, la accion de un cuerpo sobre
otro, es de la misma magnitud, opuesta en direccion y
colineal a la reaccion del segundo cuerpo sobre el primero.

El término “momentum” es sobresaliente en la formulacion
de las leyes de la mecénica y su definicion formal se da ha
continuaciéon junto a la definicion de masa. El lector
interesado con los conceptos filos6fico de masa,
desplazamiento y tiempo; debera consultar un buen libro
de fisica para ingenieros.

3.2.1 Cantidad de movimiento lineal (momentum)
La cantidad de movimiento lineal se define simplemente
como producto de la masa por la velocidad.

3.2.2 Masay equivalencia de masas

Masa

La masa de un cuerpo es la medida de la cantidad de
Materia que posee el cuerpo, también se puede definir a la
masa de un cuerpo como la medidas cuantitativa de la
“Inercia”. La masa se considera como constante para fines
de la Mecanica Clasica, no asi de la Mecanica Relativista.
Si dos cuerpos estdin hechos del mismo material
uniformemente distribuido y tienen el mismo volumen
entonces sus masas son iguales.

La primera Ley de Newton expresa que si un cuerpo
cambia (varia) su velocidad, luego, una fuerza deberia
haber sido aplicada. Ninguna mencion se hace al marco de
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referencia; jSi un cambio de velocidad ocurre depende de
la posicion del observador! Este argumento seré
considerado en detalle en el tema 3.6.

La segunda ley establece una relacion entre la magnitud de
la fuerza y el indice de cambio con respecto al tipo de
Momentum:

d
Fuerza o« 7 (momentum)
t

0 ij(mv)zmzma (3.1)

Cuando todos los puntos en el cuerpo tiene la misma
aceleracion.

Equivalencia de masas

Si dos objetos hechos de materiales diferentes, chocan
entre si, entonces, por la tercera Ley de Newton, ellos
reciben fuerzas iguales pero opuesta a cualquier tipo dado
y de esto se desprende que el Momentum ganado por un
cuerpo debe ser igual al que pierde por el otro objeto o
cuerpo.

Si realizamos un experimento simple de colision o choque
entre dos cuerpos y medimos la velocidad antes y después
del impacto, entonces es posible obtener una expresion
para la razén de sus masas. Por lo que, igualando el
momentum antes del impacto al momentum después del
impacto para estos dos cuerpos, tenemos:

OO O 0O
> up Vi< V2
Antes del choque Después del choque

m,u,+myu, =m,;v,+m,v,
por tanto
mz(vz_”J):mz(”z_Vz)
y
m, v, —u; |variaciondela rapidez dela masa ]‘

= 3.2
m, u,—v, |variacion de la rapidez dela masa 2 ‘ )
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Por lo tanto las leyes de Newton nos suministran, al menos
en principio, un medio de medicion de la masa y también
nos conduce a la ley de conservacion del momentum
(cantidad de movimiento lineal); ver temas 3.13 y 3.16.

3.3 Fuerza y Momento de Fuerza

La naturaleza o esencia de “fuerza” es compleja, asi que es
mejor considerar fuerza como un concepto Uutil en el
estudio de la mecanica. Esta juega un rol en mecanica;
similar al que juega el dinero en el comercio o negocios, de
que nos permite relacionar un fendémeno o suceso en una
disciplina a uno, en otra disciplina. Por ejemplo, en el caso
simple de un resorte y una masa (figura 3.1) los resultados
de la segunda ley de Newton y la ley de Hooke puede
combinarse.

De la ley de Hooke’,
F=kx (k =constante)

y de la segunda ley de Newton, considerando la accidén
hacia la derecha de los vectores como positiva.
d’x
—-F= miz
dt

Eliminando F de estas dos ecuaciones, nos da:

d’x

La que es una ecuacion diferencial que nos relaciona el
desplazamiento x con el tiempo ¢.

Obsérvese que la fuerza se utiliza para representar el efecto
que un cuerpo tiene sobre otro. Consideremos ahora la
definicion de fuerza. Necesitamos una definicion formal
para evitar ambigiiedad, ya que no todos los escritores de

> La ley de Hooke establece que cualquier deformacion producida por un sistema

dado de cargas es proporcional a la magnitud de las cargas. Un cuerpo
obedeciendo la ley de Hooke se dice que es linealmente elastico.
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libros de Mecanica y Fisica, dan el mismo concepto
cuando ellos utilizan el término “fuerza”.

Definicion de fuerza

Fuerza es la accion de un cuerpo sobre otro la cual
produce, cuando actua sola, un cambio en el movimiento
de un cuerpo. (La segunda ley de Newton proporciona el
medio de cuantificacion de la fuerza.)

Momento de fuerza

El momento de una fuerza F respecto a un punto O es el
producto vectorial (producto cruz (x)) del vector de
posicion r, que localiza cualquier punto sobre la linea de
accion de F con respecto a O, cruz (%) la fuerza F, es
decir,

M,=rxF (3.4)

Desde el punto de vista de la Fisica My, representa la
tendencia de la fuerza F a hacer girar el cuerpo (sobre el
que acttia) alrededor de un eje que pasa por O y es
perpendicular al plano definido por la fuerza F' y el Vector
de posicion r.

3.3.1. Tipos de fuerzas

Es conveniente agrupar las fuerzas en dos clases: (a)
fuerzas de rango o alcance amplio y (b) fuerzas de rango
corto. Las fuerzas de rango amplio son las fuerzas
gravitacionales, electrostatica y fuerzas magnéticas,
también conocidas como fuerzas corporales. Las fuerzas
de rango corto son las fuerzas debidas al contacto de dos
cuerpos. Podria argumentarse que las fuerzas de rango
corto son solamente casos especiales de las fuerzas de
rango amplio; pero en aplicaciones en Mecénica, la
diferencia o distincion es evidente.

Las fuerzas de contacto son a menudo sub-divididas en
fuerzas normales; esto es normal al plano tangente de
contacto; y fuerzas tangenciales de corte o fuerzas de
rozamiento las cuales son paralelas al plano de contacto.

\*D““a\ Normal
7T i
T i
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3.3.2. Principios de rozamiento seco

La fuerza de rozamiento entre dos superficies no lubricadas
es una cantidad que depende de un gran numero de
factores, sin embargo la consideracion de un caso ideal
conocido como Rozamiento de  Coulomb es
frecuentemente aceptado como adecuado. En este caso la
fuerza de rozamiento se asume que toma cualquier valor
hasta un valor mdximo o limite. Este valor limite se
considera ser proporcional a la fuerza de contacto normal
entre las dos superficies,

tal que F=uN (ver figura 3.3) (3.5)

donde u es llamado coeficiente de rozamiento limite.

La direccion de la fuerza de rozamiento siempre se opone
al movimiento relativo que esta, ocurriendo o que puede
ocurrir en superficies en contacto. Entre superficies
lubricadas las fuerzas de rozamiento viscoso tangentes a la
superficie = de  contacto son  aproximadamente
proporcionales a la rapidez relativa y a ¢l area de contacto,
sin embargo, son casi independientes de la fuerza normal
entre los dos cuerpos. No obstante, para las fuerzas de
rozamiento seco (rozamiento de Coulomb) la fuerza
tangencial de rozamiento es casi independiente de la
rapidez relativa y el area de contacto sin embargo, ambas
fuerzas de rozamiento estitico y de rozamiento de
deslizamiento son proporcionales a la fuerza normal entre
los dos cuerpos. Y es generalmente observado que la
fuerza méaxima de rozamiento estatico (no deslizamiento)
es mas grande que la fuerza de rozamiento deslizante
(rozamiento cinético) entre los mismos dos cuerpos.

Los coeficientes de rozamiento son definidos como sigue.
El coeficiente de rozamiento estatico 4 y el coeficiente de
rozamiento cinético g entre dos superficies

F,.=uN; F,=muN (3.5.1)

Obsérvese que en general la fuerza de rozamiento estatico
F no es igual a u N. Solamente cuando rozamiento
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estatico ha alcanzado el valor maximo posible y el
deslizamiento es inminente, la fuerza de rozamiento F
igual a x4 N. Problemas implicando el rozamiento de

Coulomb se presentan en tres clases o grados:

1. Rozamiento estatico con F(F,,.
2. Movimiento inminente F=uN

3. Movimiento relativo establecido F=uyN

Problema de rozamiento son a menudo mas conveniente
analizar, mostrando, la magnitud R del vector fuerza de
reaccion total de la superficie plana horizontal, donde
descansa un cuerpo de peso W, el cual es sujeto a una
fuerza P paralela a la superficie plana y que aumenta
gradualmente, figura 3.3, observandose que el movimiento
no tiene lugar hasta que P alcanza un valor definido,

donde:
R=+(F?+N?), F= Ntg¢ (3.5.2)

El valor critico de @ para el cual el movimiento es
inminente se llama dngulo de rozamiento estdatico ¢,

mientras que el valor constante de @ durante el
movimiento relativo es llamado dngulo de rozamiento
cinético ¢, obsérvese que:

F F,
U, =129, Zﬁ’ My =189, N (3.5.3)
Hasta ahora hemos considerado las fuerzas de contacto
actuando en un punto, aunque estas fuerzas se supone que
actian distribuidas sobre un area finita, A. La intensidad
de la carga normal es definida por:

AP dP
li —=— 3.6

La cual se llama “presion” o “esfuerzo normal”; es
convencional hablar de “Presion” cuando se trata de
liquidos, de “esfuerzo” cuando se trata con solidos.
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3.4. Ley de la Gravitacion Universal

Isaac Newton fue también responsable de enunciar la ley
de gravitacion, la cual se expresa como:

_ Gm,;m,

F pE

(3.7)

donde F es la fuerza de atraccion entre dos cuerpos de
masas m; y m, separadas por una distancia d; G es la
constante de la gravitacion universal y tiene un valor

G=(6.670%0.005)x 10" m’s kg™

La masa de la Tierra se considera de 5.98 x 10** kg y su
radio medio de 6.368 x 10°n. De la ecuacion (3.7), la
fuerza actuando sobre una masa de 1 kg en la superficie de
la Tierra es:

_6.670x107""x5.98x 107 x 1

F
(6.368x 10°)

=9.8516 N

Si esta fuerza actiia sola sobre una masa unitaria, se infiere
que la aceleracion producida sera:

9.8516"/2
S

Esta cantidad es frecuentemente Illamada aceleracion
debido a la gravedad y se representa con el simbolo g; asi

Fuerza gravitacional = masa x g (3.8)

Se prefiere considerar a g como la intensidad del campo
gravitacional midiéndose en N/kg.

El valor normalizado pronunciado para g es:

- 9.80665'7/ N
g n SZ o kg
Este difiere del valor calculado, debido a que la Tierra no
es una esfera perfecta y debido también a que el valor
medido es afectado por la rotacion de la Tierra.
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Peso de un cuerpo

El peso W de un cuerpo es generalmente definido como la
fuerza actuando sobre el cuerpo debida a la gravedad (mg);
esta se interpreta generalmente como ‘La fuerza igual y
opuesta que se requiere para mantener un cuerpo en
“reposo” en un marco de referencia elegido, esto es,
relativo a la superficie de la Tierra o relativo a una nave
espacial orbitando libremente en la percepcion de
‘ingravidez’. La diferencia entre las dos definiciones en la
superficie de la Tierra es solamente 0.4 por ciento.

Utilizando la ultima definicion, W =masax g’; donde g’
es la intensidad de campo aparente.

A no ser que de otra manera se establezca, el valor de g se
asume el de g,, que para fines de ingenieria tomaremos el

I imado d ::9.81”/(]y)
valor aproximado dc g, g S2 kg

3.5. Unidades

Las cantidades fisicas se definen -cualitativamente
mediante las dimensiones y cuantitativamente mediante las
unidades. La aplicaciéon correcta de la segunda ley de
Newton exige la utilizacion de un sistema de dimensiones
homogéneas. Como la segunda ley relaciona las tres
cantidades correspondientes de fuerza, masa, Yy
aceleracion, so6lo es posible especificar las dimensiones de
dos de las cantidades citadas. Las dimensiones de la
tercera cantidad son obtenidos mediante la ecuacion (3.1),
F=ma. Generalmente se consideran basicos fundamentales
las dimensiones correspondientes a la longitud [L] y el
tiempo [7], luego las dimensiones de la aceleracion son
especificadas como [LT?]. Lo anterior implica que debe
seleccionarse la masa (m) o la fuerza (F) como una
dimension fundamentalmente.

Por consiguiente los cuatro elementos bdasicos de la
mecanica tienen asociado a cada uno de ellos, las cuatro
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clases de las dimensiones: longitud [L], tiempo [7], masa

[M] y fuerza [F].

Cada ecuacion fisica debe ser dimensionalmente
homogénea; esto es, ¢ésta debe tener las mismas
dimensiones en ambos miembros de la igualdad. Por tanto,
cuando la segunda ley de Newton es escrita en la forma
que €sta toma con un conjunto consistente de unidades, es
decir F = ma, ecuacion (3.1) la relacion

[F]{Afﬂ 0 [M]{FLTZ} (3.9)

estd implicita; en sistemas de unidades donde la longitud
[L], la masa [M] y el tiempo [7] se toman como
dimensiones fundamentales, se les denomina sistemas LMT
0 absolutos; mientras que en sistemas en los cuales la
longitud [L], la fuerza [F] y el tiempo [7] se elige como
dimensiones fundamentales, se les nomina Sistemas LFT o
“gravitacional”.

Haciendo una verificacion de una expresion fisica que
involucra solamente cantidades mecanicas, expresando
todas las dimensiones en términos de las tres dimensiones
fundamentales elegidas. Por ejemplo, para verificar que las
dimensiones del “Trabajo” (fuerza x distancia) son las

: L 1
mismas como las de la energia cinética (2mv2 de una

particula, que solicitemos, ya que [v]z ll/TJ, si

[FL]{MLZ} (3.10)

72
Sustituyendo a [F] de la ecuacion (3.9) en la ecuacion

(3.10), tenemos:
ML | | ML
T2 | | T?

o en forma alterna sustituyendo a [M] de la ecuacién (3.9)
en la ecuacion (3.10), obtenemos:
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[FL]=[FL]

Por cualquier procedimiento, vemos que la ecuacion (3.10)
es dimensionalmente correcta, y también vemos que en el

sistema LMT las dimensiones del trabajo son [MLZ / T 2],

mientras que en el sistema LFT las dimensiones de la
energia cinética son [FL].

3.5.1. Sistema de unidades

La dimension de longitud [L], por ejemplo, puede ser
medida en unidades de metros, centimetros, pies, millas o
anos luz. Podemos considerar que en el siglo pasado se
tenian 5 sistemas principales de unidades; tres sistemas
métricos y dos sistemas britdnicos; de los tres sistemas
métricos, dos son absolutos y el tercero es gravitacional;
uno de los sistemas métrico absoluto, el mas antiguo,
emplea como unidades fundamentales el centimetro,
gramo masa y el segundo, conocido como sistema absoluto
CGS; el otro sistema métrico absoluto, el mas reciente
utiliza como unidades fundamentales basicas el metro,
kilogramo masa y el segundo, conocido como sistema
internacional de unidades (S/); el tercer sistema métrico,
que es gravitacional utiliza como unidades fundamentales
al metro, kilogramo fuerza y el segundo y se denomina M,
Kgf, S gravitacional.

De los dos sistemas britdnicos el sistema gravitacional
[LFT], vigente todavia y en proceso de desaparecer en los
Estados Unidos y en otros paises de habla inglesa, emplea
al pie, libra fuerza y el segundo como unidades
fundamentales conociéndose como el sistema britdnico
gravitacional de unidades (f, /b, s); el otro sistema
britanico es el absoluto [LMT], propiamente en desuso en
Estados Unidos y en otros paises de habla inglesa, este
sistema toma unidades fundamentales al pie , libra masa y
el segundo conociéndose también como sistema britdnico
absoluto de unidades (f, p, ).

De acuerdo a las expresiones (3.9) tenemos.:
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Para el sistema absoluto CGS (centimetro, gramo masa,
segundo), la unidad de fuerza es una unidad derivada, asi
como de las restantes magnitudes fisicas que tenga relacion
con estas unidades fundamentales (centimetro, gramo
masa, segundo), y se denomina dina (dyn) y es la fuerza
que debe aplicarse a una particula o cuerpo en una masa de
un gramo (g) para producir en ella una aceleracion de

]cm/sz.

Como se vera mas tarde, el sistema internacional S/ se basa
en siete unidades fundamentales: el metro, el kilogramo, el
segundo, el mol, el Amper, el Kelvin y la candela, asi
como de dos unidades suplementarias que se emplean en
todos los sistemas de unidades, que son el radian y el
estereorradian.

El sistema métrico gravitacional también conocido como
sistema técnico o M kg f's, que es el mas viejo de todos los
sistemas, tienen un defecto fundamental, que es la esfera
limitada de aplicacion, solamente para las mediciones
mecanicas. Entre los muchos defectos que tiene este
sistema esta en el nombre especial para la unidad de masa,
siendo una unidad derivada, que en los manuales de fisica
y mecdnica se nombra como “utm” (unidad técnica de
masa) y que representa la masa de una particula que
adquiere una aceleracion unitaria cuando la solicita una

Ikef

fuerza unitaria, es decir, lutm =—=—-=9.81kg.

JH/
SZ

Los dos sistemas britdnicos (ingleses) [LFT] y [LMT]
provocaron una inevitable confusion debido a la palabra
libra, la que es usada con dos diferentes sentidos: libra-
fuerza (Lbf) y libra-masa (Lbm). Cuando la libra-fuerza y
la libra-masa son ambas utilizadas en la expresion de
segunda ley de Newton (3.9) con [L] en pies y [7] en
segundos, este sistema de unidades no es consistente.

El sistema que ha sido mas comunmente usado por los
ingenieros en los Estados Unidos y otros paises de habla
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inglesa es el sistema britdnico FL7, donde las unidades
fundamentales son la libra-fuerza, (Lbf), el pie (pie) y el
segundo (s). La unidad de masa es entonces, una unidad
derivada, definida como la cantidad de masa que obtiene

una aceleracion de 7 i% , cuando la fuerza total actuando
s

sobre esta es de 1 /bf. El nombre de Slug se le da a esta
unidad derivada.

1 slug =11Ib - sz/pie

Este sistema britdnico gravitacional FLT se conoce en
Estados Unidos como Sistema Inglés (US), las unidades
US provienen del nombre “U. S. Customary Units”, que se
emplea en este pais para designar a este antiguo Sistema
de Unidades originado en Inglaterra. Estados Unidos es
practicamente el unico pais del mundo que no ha adoptado
como obligatorio el sistema S/. La institucion denominada
United States Metric Association (USMA), promueve
intensamente el conocimiento y adopcion general del S7 en
todo los campos: educativos, comerciales, tecnologicos,
etc.

3.5.2. Sistema Internacional de Unidades S/

En la actualidad se ha adoptado casi en todo el mundo el
Sistema Internacional de Unidades, que como sabemos, se
simboliza por S/ y es el resultado moderno de la evolucion
del sistema fisico llamado MKS. El nombre oficial del S/
es Systeme Internacional d’Unités y las normas respectivas
las establece y actualiza el Bureau International des Poids
et Mesures (BIPM) con sede en Sevres, Paris, Francia.

El sistema internacional de unidades (S/) surgié de la
necesidad de tener un sistema de unidades que abarcase
todas las esferas de la fisica y de la técnica. Para que fuese
posible relacionar las unidades practicas de las magnitudes
eléctricas y magnéticas con las unidades mecanicas,
técnicas y otras. El sistema S/ (sistema internacional) fue
adoptado en el afio 1960 por 47 naciones signatarias en la
conferencia general de pesas y medidas realizada en
Sevres cerca de Paris.
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Unidades Bdsicas o Fundamentales®

El SI tiene siete unidades fundamentales que corresponden
a las cantidades fisicas basicas del sistema, y son como
sigue:

Cantidad Fundamental Nombre de Simbolo de
la Unidad la Unidad

Longitud [L] metro m
Masa [M] kilogramo kg
Tiempo [T] segundo S
Temperatura termodinamica Kelvin K
Intensidad de corriente Ampre A
Intensidad luminosa candela cd
Cantidad de sustancia mol mol

El simbolo de cada unidad se haya normalizado y es el
mismo en todos los paises, no deben usarse otros simbolos
fuera de norma.

. . 7
Unidades Suplementarias
Como unidades que suplementan a las basicas se tienen las
dos siguientes:

Cantidad Suplementaria Nombre de la Simbolo de
Unidad la Unidad

Angulo plano () radian rad
Angulo sélido (Q) estereorradian sr

Multiplos y Submultiplos: Prefijos

Para ampliar o reducir el tamafio de una unidad SI se
utilizan los multiplos y submultiplos de la misma, que se
obtienen aplicando como factores, potencias del nimero
10. Con el fin de indicar lo anterior, se utiliza prefijos que
se aplican al nombre de las unidades SI. Tales prefijos y
factores para la formacion de unidades decimales multiplos
y submultiplos son dados en la siguiente tabla.

6 Los conceptos actuales de las unidades basicas del sistema SI ver Apéndice 2 -

“Unidades”.

7 Las definiciones de las unidades suplementarias, ver Apéndice 2-“Unidades”.
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Prefijo  Factor  Designacion

Internacional
exa 10" E
peta 10" P
tera 10" T
giga 10° G -
mega 10° M Multiplos
kilo 10° %
hecto 10° h
deca 10 da
deci 107 d
centi 107 c
mili 10° m
micro 10° P -
nano 107° n Submaultiplos
pico 10712 p
femto 101 f
atto 1078 a

El uso de los prefijos y factores es ejemplificado como
sigue:

metro: m; Kilometro: km=10’m; milimetro: mm=10"m;
Ampere: A; miliampere: mA=10"4; microampere: m4 =
10°; Watt: W: kilowatt = kW = 10°W: megawatt: MW=
10°W; gigawatt: GW = 10"W

Imm? = ](10_3m)2 =107 m? = pum? = 0.000001m?
= 1105 =10°s =Gs™ = 1000000 000s™
1PW = 1( 0" W )=10"W =107 KW

En el caso del kilogramo, sus multiplos y submultiplos se
forman tomando como base la unidad auxiliar gramo (g),
igual a 10” kg. Por ejemplo, miligramo (mg) igual 10° g =
107 kg, microgramo (ug) igual a 10° g =107 kg.
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Unidades Derivadas SI

Para la mecénica se tienen algunas de las mas utilizadas de
las unidades derivadas de las basicas y que tienen nombre
especial:

Fuerza (y peso)

Newton (N):  Fuerza que al ser aplicada a una masa de 1
kg le imparte una aceleracion, en su misma
direccién y sentido igual, igual a 1m/s”.

Presion y esfuerzo
Pascal (Pa):  Intensidad de fuerza aplicada por unidad de
superficie equivalente a 1 N/m’.

Frecuenta o periodicidad
Hertz (Hz): Variacion periddica equivalente a un ciclo
por segundo (c/s).

Trabajo y energia

Joule (J): Trabajo realizado por una fuerza de IN,
cuando su punto de aplicacion se desplaza
una distancia de /m en la direccion y
sentido de la fuerza.

Potencia y flujo de energia
Watt (W): Potencia o fluyjo de energia que se
desarrolla a razon de 7 J/s.

La unidad de energia joule (J) se aplica también a los
fendmenos térmicos y de cualquier otra clase. Lo mismo
corresponde al Watt ().

En el apéndice 2 se presenta una tabla de las cantidades
mecanicas fundamentales y derivadas que se tienen en los
sistemas de unidades SI, cgs, m kg fs, pie-libra fuerza-s y
pie-libra-s y las conversiones de unidades mas usuales de
los 4 ultimos sistemas de unidades con el sistema S/ y las
unidades auxiliares de S/ correspondientes a unidades de
de tiempo y angulo plano.
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3.6. Marcos de Referencia

En el capitulo anterior el término “marco de referencia” o
sistema de referencia fue utilizada. Es evidente que en la
interpretacion de la primera ley de Newton debemos tener
algn marco de referencia desde el cual se mida la
velocidad. Para la mayoria de los problemas elementales
de mecénica, consideramos la superficie de la Tierra como
un marco apropiado a pesar de saber que tal marco esta

rotando relativo a las estrellas y se esta moviendo
alrededor del Sol.

Intuitivamente, suponemos que un marco de referencia no
teniendo aceleracion relativa con el Sol y no rotando
respecto a las estrellas seria el marco o sistema de
referencia mds apropiado. Considerado tal marco de
referencia como “Inercial” o “Galileano”. De esto se
concluye que cualquier otro marco moviéndose con
velocidad constante relativo a nuestro marco inercial
original, también serd un marco inercial, puesto que las
leyes de Newton seran igualmente aplicables a cualquiera
de estos marcos. Esto es debido a que la fuerza depende
del indice de variacién de la velocidad con respecto al
tiempo la cudl serd la misma cuando se cuida en cualquier
marco la referencia inercial.

Para los sistemas o marcos inerciales de referencia es justo
el principio de la relatividad de Galileo, segin el cual
todos los sistemas inerciales son equivalentes uno a otro
por sus propiedades mecénicas. Esto significa que con
ningn experimento mecanico, realizado dentro del marco
inercial dado, se puede establecer si este marco de
referencia esta en reposo o se mueve. Las propiedades del
espacio y el tiempo son iguales en todos los marcos
inerciales de referencia, como son también iguales todas
las leyes de mecanica y se confirma en las aplicaciones al
movimiento de los cuerpos con velocidad de los cuales es
considerablemente menor que la de la luz.
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En la teoria especial de la relatividad, creada por Einstein
en 1905, fueron revisadas de forma radical las
representaciones newtonianas sobre el espacio y el tiempo.
Semejante revision llevd a la creacion de la mecanica de
grandes velocidades o, como es denominada a la mecdnica
relativista.

Sin embargo, la aparicion de la nueva mecéanica no
provocd la refutacion completa de la mecanica newtoniana.
En el limite, las ecuaciones de la mecanica relativista (para
velocidades pequefias en composicion con la de la luz) se
convierten en las ecuaciones de la mecanica clasica. De
este modo, la mecanica clasica ha entrado en la relativista
como un caso particular.

3.7. Sistemas de Particulas

Hasta aqui hemos considerado, ya sea una particula simple
o implicitamente asumimos que existe un punto material
representativo cuyo movimiento puede ser descrito. Sin
embargo, cualquier objeto real es una aglomeracion de
particulas elementales, apretadas por fuerzas internas y
bajo la accion de fuerzas corporales externas y fuerzas de
superficie.

Consideremos una acumulacion de »n particulas de masa m;
y posicion 7;. La fuerza actuando sobre cualquier particula
tipica puede deberse (a) a las fuerzas corporales externas,
(b) a las fuerzas internas de una particula sobre otra, o (¢)
si la particula esta en la superficie, entonces una fuerza de
contacto es posible.

Para la particula i-ésima (figura 3.4)
E+Z-f‘ij:mir‘ (311)
J

Donde f; es la fuerza sobre la particula i debida a la
particula j. Asi

Fuerza externa + suma de fuerzas internas =
masa x aceleracion
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obsérvese que:

D Si=fiat [t ot [+t (3.12)
Por la tercera ley de Newton,
s ==f (3.13)

y en la mayoria de los casos estas fuerzas son colineales.
[Existen algunos casos en la teoria electromagnética donde
las fuerzas iguales y opuestas no son colineales; luego se

dice que esta ley de Newton se encuentra en su forma mas
débil].

Si ahora sumamos todas las ecuaciones 3.11 obtenemos:

ZFz +Z£§1ﬁ-jj=zmii’i (3.14)
n J=1

n

La doble sumatoria resulta de hecho bastante simple, ya
que para cada f; se tiene una f;; tal que f;; + ;= 0

Por consiguiente obtenemos:
2 F =) mr (3.15)

3.7.1. Centro de masa

El centro de masa o el centro de inercia de un cuerpo es un
punto notable C, (G) que posee una serie de importantes e
interesantes propiedades. Su posicion con relacion al
origen O de un sistema dado de referencia se representa
por el radio vector o vector de posicion 7 y es de definido
por la ecuacion:

>omir, =Y m)rg =Mr, (3.16)

donde M es la masa total del cuerpo y rs el vector de
posicion del centro de masa, como se muestra en la figura
3.5.

Se debe sefialar que el centro de masa de un sistema de
particulas coincide con su centro de gravedad.

95
m,
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Esta afirmacion es justa solo en aquellos casos, cuando el
campo de las fuerzas de gravedad se puede considerar
homogéneo en los limites del sistema dado.

En forma escalar, considerando r; =xI+ y j+ zk

Ymx,=Mx; Y my,=My; Y mz;=Mz  (3.17)

Una descripcion alternativa para encontrar la ecuacion del
movimiento del centro inercia (centro de masa) puede
obtenerse, escribiendo

r,=rs+ p; (delafigura3.5)

y sustituyendo en la ecuacién (3.16) nos da
Zmi(rG+ Pi): (Zmz )”G

de aqui
Zml. p;, =0 (3.18)

Derivando la ecuacién 3.16 por dos ocasiones con respecto
al tiempo

dYmi=Mr; y D> mi=Mk; (3.16a)
En forma similar, la ecuacion 3.18
Zmipizo y Zmiﬁizo (3.18a)

En términos del centro de inercia o centro de masa la
ecuacion (3.15) nos dara:

Y fi=F=M¥; (3.19)

Esta es la ecuacion del movimiento del centro de inercia
que establece que el vector suma (Resultante) de las
fuerzas externas actuando sobre un conjunto cualquiera de
particulas produce un movimiento de su centro de inercia,
como si toda la masa del sistema estuviera concentrada en
¢éste punto y sobre ¢l fueran aplicadas todas las fuerzas
externas que actian sobre el sistema. Con ello, la
aceleracion del centro de masa no depende en absoluto de
los puntos de aplicacion de las fuerzas externas. Esta
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ecuacion es igualmente aplicable a cualquier sistema de
particulas, ya sea si estos estén rigidamente conectados o
no.

El centro de masa para un cuerpo con una distribucion
uniforme y continua de materia, la ecuacion (3.16) se
presenta como sigue:

[(rdm)=rg [dm=rs M (3.16b)

14

En el modelo de distribucion de masa continua de un
cuerpo la masa de cada volumen infinitesimal es
dm=adV , donde 5=5(x,y,z,t) es la densidad o masa

por unidad de volumen. La masa del cuerpo M ocupando
un volumen ¥ es dada por 1 integral de volumen.

M = [dm= &V (3.20)

La integral de volumen puede ser evaluada a cualquier
tiempo cuando ¢ es conocida como una funciéon de
posicion por la introduccion de un sistema de coordenadas,
por ejemplo, un sistema de coordenadas cartesianas
rectangulares donde el volumen diferencial dV es un
bloque rectangular con lados dx, dy, dz, por lo tanto la
integral de volumen sera una reiterada triple integral.

M = j”ﬁ(x,y,z) dx dy dz (3.20a)

En forma escalar las coordenadas (},},2) del centro de

masa para un cuerpo se obtienen de las ecuaciones
escalares siguientes:

M;czjxdm; M}zj.ydm; Mgzj.zdm; (3.21)
v v

V
(0)
[xaav [yaav [zaav
.V 4 oV
X = I&Z’V ;s Y= I&Z’V s z= I&Z’V ; (3.21a)
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Las integrales en el miembro derecho de las ecuaciones
(3.21) definen la distribucion de los momentos de primer
orden de masa con respecto al plano yz, al plano xz y al
plano xy respectivamente. El brazo de momento del
elemento diferencial dm, medido desde el plano yz, es x, y
x es el brazo de momento de un cuerpo de masa M que
tiene el mismo momento de primer orden con respecto al
plano xy, de masa distribuida. Similar explicacién se aplica
para los otros brazos de momento y y z. Se observa que

los momentos de primer orden pueden ser positivos,
negativos o cero. Por ejemplo, si el origen es elegido en el
centro de masa, todos los momentos de primer orden son
cero.

Como un ejemplo de localizar el centro de masa de un
cuerpo con una distribucion uniforme y continua de
materia, consideramos la mitad de un cilindro so6lido recto,
mostrado en la figura 3.6.

Por simetria, el centro de masa debera estar, situado en el
eje z.

El elemento diferencial de masa (dm) con densidad 0 es:
B(rd6)dr

y su momento de masa de primer orden respecto al eje x
es:

Bb(rdB)dr r send
Para un anillo cilindrico diferencial de espesor dr y radio r,
el momento primero de masa respecto al eje x es:

6:0”&9 rdr sen8 d6 = obr’ (- cos H)dr\ Zj

9=
=20 ridr
Y para el cuerpo total, el momento primero de masa es:

Jr:"zéb rldr = 2679(1%) =3679a3
0 ) 3

- r=0
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I
La masa total del cuerpo es o E?[a b tal que, por

definicion del centro de Masa.

_ Iza’m ~ ”éb r’sen@ dr dt9= jébaj _4a

[am — [[drrde — 1g - 3z
2

3.8. Diagramas de Cuerpo Libre

Un cuerpo rigido puede ser tratado como una particula
cuando todo lo que buscamos es determinar el movimiento
de su centro de masa; esto es, cuando no estamos
vinculados con efectos rotacionales, si bien el titulo de esta
unidad “3” se refiere a la cinética de la particula, 1o que en
realidad se estudia son problemas de mecénica del cuerpo
rigido en situaciones donde los cuerpos rigidos pueden
tratarse como particulas.

La técnica mas importante en el analisis de problemas de
mecanica de ingenieria es la construccion de un diagrama
de cuerpo libre (dcl), el que nos permite estar capacitados
para aplicar apropiadamente la ecuacion (3.19), y poder
mostrar en forma clara todas las fuerzas que actiian sobre
cualquier cuerpo, o coleccién de cuerpos, por lo que:

Un diagrama de cuerpo libre es un croquis o esquema de
un cuerpo, de una porciéon de un cuerpo o de dos o mas
cuerpos interconectados y completamente aislados o libres
de otros cuerpos, en donde se representan las acciones que
solicitan al cuerpo considerado a causa de su interaccion
con los cuerpos que lo circundan.

Un diagrama de cuerpo libre posee tres caracteristicas
esenciales: (1) es un diagrama o croquis del cuerpo; (2) el
cuerpo se representa separado completamente de otros
cuerpos incluyendo las cimentaciones, apoyos, etc.; (3) la
accion que le ejerce un cuerpo que se retird durante el
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proceso de aislamiento se representa en el diagrama como
una o varias fuerzas.

En el diagrama de cuerpo libre (dc/) debe identificarse
completamente cada fuerza con su magnitud si ésta es
conocida o con una letra en caso contrario.

Cuando el sentido de una fuerza desconocida no sea
evidente, puede suponerse o corregirse posteriormente si
el supuesto inicial resulta incorrecto. La pendiente o el
angulo de inclinaciéon de todas las fuerzas que no sean
horizontales o verticales, debe especificarse. El exceso de
dimensiones en el diagrama de cuerpo libre tiende a
volverlo confuso; en consecuencia, en el diagrama deben
incluirse s6lo aquellas dimensiones desconocidas que se
determinardn en el proceso de solucion. El del debe
mostrar todas las fuerzas que actian sobre el cuerpo y
ninguna fuerza que no actda sobre el cuerpo. En particular
no deberda mostrar fuerzas ejercidas por el mismo y no
deberda mostrar fuerzas internas entre partes del mismo
cuerpo.

Cuando se resuelven problemas que incluyen fuerzas y
movimiento; en particular en la aplicacion de la 2° ley de
Newton el movimiento de centro de masa de un cuerpo
rigido ecuacion (3.19); una propuesta tutil es utilizar dos
diagramas de cuerpo libre. Un diagrama mostrando el
sistema fuerzas aplicadas al cuerpo y el otro diagrama
mostrando el efecto de estas fuerzas en términos de la masa
y la aceleraciéon de su centro de masa producida. Las
fuerzas masa-aceleracion son nombradas fuerzas de efecto.

Como un ejemplo demostrativo (figura 3.7a) que desarrolla
el proceso de construccion de los dcl para dos cuerpos
conectados y también revisa situaciones de rozamiento
seco; ver ecuacion (3.5). Reconsiderando también que en
una polea ideal, se desprecia el rozamiento en el
rodamiento de la polea y su propia masa, la tension 7 en el
cable es la misma en ambos lados de la polea. Pero se
observa con atencion que en cinética, la tension T no es
igual al peso suspendido W>; se presenta con el enunciado
siguiente:
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Si el peso W, es suficientemente grande para provocar el
movimiento del sistema cinético mostrado en la figura
(3.7a), determinar la tensidon (traccidon) en el cable, asi
como también la aceleracion, rapidez y distancia recorrida
de cada bloque en funcion del tiempo ¢, partiendo del
reposo para ¢t = (.

Solucion: Los diagramas tanto de cuerpo libre de fuerzas
aplicadas como de fuerzas de efecto, para cada bloque se
muestran en la figura (3.7b) y (3.7¢) respectivamente.
Aceptando que la polea es ideal y el coeficiente de
rozamiento cinético K, = i entre el cuerpo de peso Wy la

superficie horizontal 4B. Ya que el peso W, se mueve
verticalmente mientras que el cuerpo W; se mueve
horizontalmente, cada uno esta en movimiento rectilineo.
De la 2* ley de Newton obtenemos dos ecuaciones del
movimiento para el cuerpo W,.

[ZFXZMXG]:T_WJZVZaz (a)

X

X Fy=Myg =0l: N-w, =0 (b)
mientras para el cuerpo W, tenemos sélo una ecuacion:

S £y =Myel: 7w, =" ) ©

Por otra parte a; =—a, , asumiendo que el cable es
x y

inextensible y que permanece tirante; por lo que:

ademas, después de sustituir N =W, de (b) en (a) y (b)
tenemos las dos siguientes ecuaciones,

T, ="1a; T-w,="2(4)
g g

para los dos valores desconocidos 7'y a. Eliminando 7 nos
da:

g +;lWJ =W, _;ZWz

101
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Por consiguiente

a= WZ —/,lVV] (d)
w,+Ww,
Ademas
T=(]—aJW2=(]+Iu)VVIW2 (e)
4 W, +W,

En ambas respuestas (d) y (e) a y T son independientes del
tiempo. Por lo tanto v=at y s =éat2 nos da la rapidez y

la distancia recorrida para cada cuerpo. El resultado es
significativo solo si W, sea mas grande que uW,.

3.9. 2da. Ley de Newton en Varios Sistemas de
Coordenadas

La segunda ley de Newton expresada como una ecuacién
de movimiento de una particula o de un cuerpo rigido
considerado como particula, de acuerdo a la ecuacion
(3.19) puede escribirse en las formas siguientes:

F=i(mv) o F=ma o F=mr
dt

Esta ecuacion expresa la idea clave de la cinética de la
particula: la aceleracion es proporcional a la fuerza
resultante dependiendo de la naturaleza del problema,
puede ser conveniente utilizar con preferencia, un tipo de
sistema de coordenadas con respecto a otro, cuando se
establecen las fuerzas y el movimiento. Las fuerzas son
representadas en tres tipos de sistemas de coordenadas:
Rectangulares, de trayectoria y polares. Puesto que
tenemos representaciones para la aceleracion en cada uno
de estos tres sistemas de coordenadas, estaremos
naturalmente capacitados para expresar la segunda ley de
Newton en cada uno de estos sistemas.

Sistema de coordenadas cartesianas: La segunda ley de
Newton en términos de coordenadas cartesianas, puede
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escribirse como:
F.I+F, j+F k= m(&i+ 5 j+2k)

Para que ésta ecuacion vectorial se cumpla, los
coeficientes de los vectores unitarios en cada lado de la
ecuacion deben ser respectivamente los mismos. Asi, para
la cinética de la particula el movimiento plano donde
F,=mZ=ma,=0, resultando las dos ecuaciones

escalares para movimiento plano (ver ecuacion 2.6)

F.=mi=ma,
} (3.22)

F,=my=ma,

Sistema de coordenadas de trayectoria: La segunda ley
de Newton en términos de coordenadas de trayectoria con
sus componentes normal y tangencial en el “movimiento”
de una particula en un plano, es

2
Fe+F,e, =m[ﬂet—v—enJ
dt o,

La cual implica las dos ecuaciones escalares:

oot
dt

(3.23)

Los componentes normal y tangencial se usan en los casos
donde el movimiento de la particula esta dado en una
trayectoria curva donde y = f(x), o en el caso especial del

movimiento en una trayectoria circular.

Sistema de coordenadas polares: La segunda ley de
Newton expresada en coordenadas polares para el
movimiento de una particula en un plano es:

Fe +Fye,= m[(r —rf? )e,,+ (rH + 21*6")@]
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Nuevamente, esta ecuacion vectorial implica las dos
siguientes ecuaciones escalares para el movimiento de una
particula en un plano.

F. = m(r —ré’ )
iy : (3.24)

Fy= m(ré’ + 2#9)
Las coordenadas de trayectoria y polares no estan en ejes
inerciales secundarios, debido a que ellos rotan con la

particula o cuerpo en movimiento. Esto es el porqué del
2

término ~— que aparece en la segunda ecuacion (3.23) y
P

los términos —r6°, r@, y 276, que aparecen en la
ecuacion (3.24)

3.10. Aplicaciones de la 2da. Ley de Newton

Antes de desarrollar varias aplicaciones de la 2da. ley de
Newton a movimientos especificos de la particula en un
plano: se expresan 3 ejemplos demostrativos, cada uno
correspondiente a la aplicacion de la 2da. ley de Newton
referida a cada uno de los tres sistemas de coordenadas;
coordenadas cartesianas, coordenadas de trayectoria y
coordenadas polares, respectivamente.

Ejemplo demostrativo 1, en coordenadas cartesianas. Un
bloque de 80 kg descansa en un plano horizontal. Encontrar
la magnitud de la fuerza P requerida para ocasionarle al
bloque una aceleracién de 2.5 m/s’ hacia la derecha. El
coeficiente de rozamiento cinético entre el bloque y el
plano es x, =0.25. (figura ed-1)

Solucion:
El peso del bloque es:

W =mg = (80kg)(9.81 ,% 2) = 785N

Apuntamos que F=u N=025N 'y a=2.5%2



Cinética de la Particula en Movimiento Plano
Parte A: Fuerza, Masa y Aceleracion

Indicando que las fuerzas actuando sobre el bloque son
equivalentes al vector ma, teniendo de acuerdo a los
diagramas de fuerzas aplicadas y fuerzas de efecto.

>'F, =ma : Pcos(30°)—0.25N =(80)(2.5)
Peos(30°)—0.25N = 200 kg”/ ,
S

D F,=0 :N-Psen30*-785=0 (2)

(1

Resolviendo (2) para Ny sustituyendo en (1), obtenemos:
Pcos30°-0.25(Psen30°+785) = 200 kg”/ ,
s

ﬁp—o.x L o)=200+7%
2 2 4

(4\/§8— j)P _ 1600 ; 1570 _ o kgH/Z
S

5.930=3170 = p = 535’%”’/2 (V)
S

Ejemplo demostrativo 2 en coordenadas de trayectoria.
Un péndulo de 2m de longitud describe un arco de
circunferencia sobre un plano vertical. Si la tension
(traccion) en la cuerda es 2.5 veces el peso de la masa
pendular esférica, en la posicion representada en la figura
(ed-2), hallar la velocidad y aceleracion en tal posicion.

Solucién: El peso del péndulo es W = mg; (g = 9.81m/s°);
la tension en la cuerda serd 2.5 mg. Reconociendo que a,
esta dirigida hacia O y suponiendo @, como se indica en el
dcl de fuerzas aplicadas, la segunda ley de Newton
quedara como:

+A/ZE =ma, : mg sen30°=ma,
soa, = gsen30°=4.905 ”/2 «—
s
+\2Fn =ma, : 2.5mg - mg cos30°=ma,

sa, = g(2.5 —ﬁJ =1.634(9.81)=16.03 n/ , o«
2 S

Figura ed-2
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Como:

a = V7 tenemos vz =pa, = (2)(]6.03)= 32.06 m7
n p b n SZ

r

Por lo que: v=15.66 % (hacia arriba o hacia abajo) <«

Ejemplo demostrativo 3. En coordenadas polares.

Un bloque B de masa m puede deslizarse libremente sobre
un brazo OA sin rozamiento que rota en un plano
horizontal a una velocidad 6, constante. Sabiendo que B
se deja libre a una distancia 7o desde O, expresar como una
funcion de 7: (a) la componente v, de la velocidad de B a lo
largo de OA, (b) la magnitud de la fuerza resultante en
plano horizontal F' ejercida sobre B por el brazo OA.

Solucion: Como las otras fuerzas son perpendiculares al
plano de la figura (ed-3); se representa Unicamente en el
dcl de fuerzas aplicadas, la fuerza F perpendicular a OA.

Ecuaciones del movimiento. Usando los componentes
radial y transversal:

D> F.=ma, Ozm(V-rez) (1)
> Fy=ma, F=m(ré +2r0) )
(a) Componente v, de la velocidad. Como v, =7, se tiene:

_dvr_@@_v dav,
"oodt  drdt T dr

F=v

Sustituyendo # en (1), sabiendo que 8 =46,, y separando
las variables:
v, dv, =8}rdr

multiplicando por 2 en la ecuacion anterior, ¢ integrando
desde O a v, y desde rp a r, nos da:

r

Vrzzgo(’”z_’”oz):’vr:‘90(’"2_’”0)% —

(b) fuerza resultante en el plano horizontal F, haciendo
0=6,, #=0y r=v, en laecuacion (2), y sustituyendo v,
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seglin expresion obtenida en la parte (a), se tiene:
s (2 2V, s (2 2V i
F=2m00(r —rO)A00:>F=2m00(r —ro)/z —

Aplicaciones de la 2da. ley de Newton a movimientos
especificos.

Movimiento armonico simple (mas). Como un ejemplo de
un movimiento unidimensional, consideremos un tipo de
movimiento el cudl es muy comun en vibraciones
mecanicas de estructuras y maquinas. Este movimiento es
el debido a fuerzas, tales que producen una aceleracion
proporcional al desplazamiento desde alguna posicién de
equilibrio o reposo y siempre se dirige hacia esa posicion.
En términos matematicos.

Hemos visto en el tema 3.3 figura 3.1, para un sistema
masa y resorte en vibracion libre que:

mx+kx=20

es decir X= —kx (3.25)

m

Se puede realizar una primera integracion, es decir:

dv k
XxX=y—=——-X
dx m
por tanto
Ivdv = J.—kxdx
m
y
2 2 2
Y o_ _&x_ + C— donde C es una constante asi
2 m 2
Ldx J(C _Lx) (3.26)
dt m

Ahora una segunda integracion implica una sustitucion
esto es inferir la suposicion de que x = A sen wt, siendo A
y o constantes y sustituyendo en la ecuacion (3.25)
tenemos:
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(— o’ )A sen@t = k(A sen @)

Por consiguiente:

El mismo resultado podia haber sido alcanzado, habiendo
sido hecha la sustitucion de x = B cos wt, de aqui
concluimos que la solucidén general de la ecuacion (3.25)
es:

x = Asendat + Bcos @t

w:ﬂ%ﬁ (3.27)

La velocidad para el tiempo t es:

dx
v=—=wm Acos¥ — @ Bsenwt

dt

donde:

Los valores de A y B dependen de las condiciones
iniciales. Si, cuando # = 0, x = xp y v = vp, entonces:
Vo
Xo=B y vp=wA=>A=—"~
@
Esto nos conduce a:

_Yo = |k
x="" Sen Wt + X,cosat, @ = Aa (3.27a)

0 en forma alterna
x= Xsen(a}t + ¢)

Donde X = \/ (vy /@) +x2 , que es llamada la Amplitud y

p=tg”" (xoa)/ Vo) que es llamado angulo de fase inicial.

Una gréfica de x contra ¢ se muestra en la figura 3.8. La
funcion de x, como se ve, se repite exactamente después de
un intervalo de tiempo 7 llamado “Periodo” sabiendo que
la funcion seno se repite cuando su argumento se
incrementa en 2w, por consiguiente si el tiempo se
incrementa en 27/@ esta serd igual periodo. De aqui:

T=27w (3.28)
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La inversa del periodo es la frecuencia, v. Si el periodo es
medido en segundos entonces la frecuencia v serd medida
en ciclos por segundo o, en unidades S/, en Hertz (Hz)
donde 1 Hz = 1 ciclo por segundo. Por lo tanto:
! @
recuencia V =—=— 3.29

fi ey (3.29)
Refiriéndonos a la figura 3.9, se observa que la proyeccion
de radio vector OA el cudl esta rotando a una velocidad

angular a)(’” a% ) produce un movimiento armonico simple

(mas).

Por la razén previamente mencionada, @ es llamada
frecuencia circular natural o frecuencia angular natural.

Consideremos el siguiente ejemplo demostrativo de la
aplicacidon al movimiento lineal de un sistema elastico.

Ejemplo demostrativo 4. Movimiento arménico simple.
Un resorte con rigidez 2 kN/m esta colgado verticalmente y
dos masas de 4 kg cada una sujetas en el extremo inferior.
Una de estas masas es subitamente retirada provocando
que el sistema oscile.

Determinar: (a) la amplitud y frecuencia de vibracion, (b)
la velocidad y aceleracion de la masa restante cuando esta
pasa por la posicion media de la amplitud.

Solucion: La experiencia en la enseflanza, sefiala que
muchos estudiantes quienes no tienen dificultad al analizar
el sistema masa soportada - resorte en movimiento
horizontal (figura 3.1), se enfrentan a un bloqueo mental
cuando se manifiesta la entrada del efecto de la gravedad
como en este caso. En realidad el analisis no es mas dificil.
El sistema y su diagrama de cuerpo libre y diagrama de
fuerzas de efecto se muestra en la figura 4ed (b) cuando la
masa sujeta al resorte estd en su posicion de equilibrio la
longitud desde el soporte superior del resorte al centro de
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Masa es L, +mg/k midiendo x (la deflexion del resorte)

desde esta posicion. Entonces la longitud del sistema masa-
resorte cuando la masa estd en movimiento es
I, +(mg/k)+x.

Por lo que de acuerdo a los diagramas la ecuacion del

movimiento es:
m
mx=mg—k(kg+xj

L (3.25)

m
Y como en el caso de la figura 3.1, @’ = k/m siendo la
solucion general de esta ecuacion (3.25)

x = A senwt + B coswt (3.27)

(a) De los datos del ejemplo: k=2kN/m y masa de 4 kg
c/u, g =9.81 m/s’

La deflexién del resorte bajo la carga debida a las dos
masas de 4 kg %

- mg  2x4x9.81

= = gy = 0-03924m
X

X

La deflexion del resorte bajo la carga debido a la masa de 4
kg remanente.
_mg  1x9.81

X, = = 5 =0.01962m
k 2x10

Por consiguiente, cuando una masa es removida, la masa
remanante oscila respecto a la posicion de equilibrio de
esta masa remanente con una amplitud de x, = X =

r

0.01962m. «
@

— 3.29
gy (3.29)

: 1
La frecuencia, v= p

y como @= k/m

/ 2x103
=356 Hz
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/ rad
(b) De la ecuacion (3.27) en la que w= ( ) ( )
m S

x=Asendt + B coswt (3.27)

Para t=0,A=0y B=x,=x,=X
7
o @

derivando la ecuacién (a) por dos ocasiones y de acuerdo a
la figura 4ed-(c), tenemos:

x=Xcosax = Xcos(

X=0= X(k/m)/Zsen(k/m)/Zt—(k/m/z )/(b)
)'éza=X(k/m)cos(k/m)%t=(k/m)x (©)

Para x =— =0.00981m, sustituyendo valores

2
) ;
i=v= (@) (0.01962” —0.00981° )

r

=(22.36)0.01699)=0.3799 ~ 0.38M &

X=a= (2 (;00)(0 00981)= 4.905 n/ , —
S

Movimiento angular. Consideremos una particula de masa
m moviéndose en una trayectoria circular, con centro en O
y radio », bajo la accion de una fuerza tangencial P y
teniendo una aceleracion angular «<=@=6 como se
muestra en la figura 3.10.

Igualando los diagramas de fuerzas aplicadas con el
diagrama de fuerzas de efecto:

P =ma

Fuerna aplicada Fuerza de efecto

Figura 3.10
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De la ecuacion 2.18, para » = constante y tangente a la
trayectoria.

Asi
P=mra

Tomando momentos respecto al centro O

Pr=mra
Un cuerpo soélido rotando respecto un eje pasando por O,
perpendicular al plano de movimiento, puede ser
considerado, como lo describimos en el tema 3.7; estar
compuesto de un gran niamero de particulas, cada uno de
masa m para diferentes radios con respecto al centro de
masa G. Sumando el momento de fuerza para cada
particula para dar el momento total para el cuerpo podemos

escribir.
Z Pr = Z mria

El término ZPr es el momento total de aceleracion del

cuerpo, esto es, el momento torsional, torque 7, de
aceleracion y ya que a es la misma para cada particula

tenemos:
T=a) (mrz )

La expresion Z(mrz )es el momento segundo de masa, ¢l

cual es generalmente llamado el momento de inercia 7,
respecto al eje perpendicular que pasa por O, por tanto la
segunda ley de Newton aplicada al movimiento angular
viene a ser:

Torque=T =l (3.30)

Unidades T en Nm, I en kgm’, y a en rad/s’. El momento
de inercia puede expresarse en la forma:

1= MK’ (3.31)

Donde M es la masa total del cuerpo y K el radio para el
cual la masa total puede ser concentrada de tal forma que
se requiera el mismo torque como para el cuerpo real.
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El radio K es nombrado el radio de giro respecto al eje
perpendicular pasando por O (figura 3.11)

D2

Para un Disco circular de didmetro D; K?° = g

Para un Disco anular, con didmetro exterior D y didmetro
interior d

_D’+d’?
8

KZ

Obsérvese que, en el caso de cuerpos compuestos, los
valores de I respecto al mismo eje pueden ser sumados,
mientras que los valores de K o K7, atin cuando ellos sean
respecto al mismo eje, no pueden ser sumados.

Ejemplo demostrativo de la aplicaciéon de la segunda ley
de Newton al movimiento angular.

Ejemplo demostrativo 5. Un volante de 5 toneladas de
masa y teniendo un radio de giro de 1m es acelerado desde
el reposo a una rapidez de 1200 rev/min en 20 segundos
contra un torque debido al rozamiento de 5 kNm (Cudl

debe ser el torque suministrado por el motor de impulsion?

Solucion: Los diagramas de torque de fuerzas aplicadas y
fuerzas de efecto se muestran en la figura Sed, donde T es
torque de impulsion y 7 es el torque por rozamiento.

Aplicando la ecuacion (3.30)
I'-T,=la=>T=T:+1x (5a)
Evaluando los términos de la ecuacion (5a)

A0 Ao o,-a,
At At At

1200% 21
_ eIV Reh red _ _
W, = 50 =125.7 A, w, =0, t=20s
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Figura 3.11

«I“T
£ N 7 Y
RN TN
EY H = 1
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F;;;m : . Faerza.f' :
aplicadus de efecto
Figura 5 ed
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Tenemos que:
o= 125.7 -0 =6.285m%2
20 s

y de acuerdo a la ecuacion (3.31), I=MK’ con
M =5000Kg, K =1Im

I=5000x1° = 5000kgm’

Por lo que sustituyendo Tr = 5000Nm en la ecuacion (5a)
del torque, nos da:

r

T = 5000+ (5000%6.285)= 36425Nm = 36.425KN ~ «

Movimiento circular (péndulo conico). Una masa m en un
extremo de una varilla ligera o una cuerda inextensible,
sujeta en el otro extremo O, se hace girar con una
velocidad angular @ en una trayectoria circular horizontal
de radio r, la cuerda haciendo un angulo & con la vertical
como se muestra en la figura 3.12. Las fuerzas que actian
sobre la masa son el peso W y la tension de la cuerda o
varilla P. El movimiento circular produce en la masa una
aceleracion radial a, hacia el centro de la circunferencia.

La ecuacion 2.18, para r = constante.

2
a,. =ra

r

Comparando los diagramas de fuerzas aplicadas y de
fuerzas de efecto en el plano del circulo:

Psen@ = mra’ (@)
Resolviendo verticalmente

Pcos@ =mg (2))
Dividiendo (i) entre (i7) nos da:

ray

1g0=—-
g
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de la geometria de La figura 3.12

r
g0 =—
&7
Donde / es la altura del péndulo cénico.
Igualando
2
PO o p= 8 (3.32)
h g w

La altura del péndulo conico en consecuencia depende en
la rapidez angular y esta propiedad permite al péndulo
conico ser utilizado como un regulador de rapidez. La
funcion del regulador es conservar la rapidez de una
maquina primaria, como una maquina turbo generadora,
dentro de un rango deseado para toda variacion de carga.

El regulador opera solamente en un cambio o variacion de
la rapidez la cual cambia la altura y mediante un
mecanismo apropiado éste puede variar el suministro de
vapor, combustible o agua como fuentes de energia. La
figura 3.13 muestra un arreglo simple para controlar el
suministro de vapor.

Ejemplo demostrativo por movimiento circular (péndulo

cOnico)

Ejemplo demostrativo 6. Una masa de 5kg sujeta en el

extremo inferior de una cuerda delgada; el otro extremo de

la cuerda sujeto a un brazo cruzado el cual esta fijo a un

arbol vertical. La sujecidon al brazo cruzado es de 75mm

desde la linea del eje del arbol y de 300mm desde el centro

de la masa G de la masa de 5kg: Si la cuerda se rompe

cuando la tension sobre ella es de 98V, encontrar:

a) Larapidez del arbol en el punto de rompimiento de la
cuerda.

b) Elradio de giro de la masa y su rapidez.

Solucion: refiriéndonos a la figura 6ed.
P = tension en la cuerda
[ = longitud de la cuerda

Ly 2] 2
1 i1 H
[ ] 2] -
H =]
Trangmicion L eyl
desde "i‘
B mea o cmnain i
1H IS ]
L
apor de
Iz caldera
Figura 3.13

®)
. Fuerges
W (@ de efecto
dct Fuerpas
apliesdos
Figura 6 ed
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x =radio de brazo cruzado

r =radio de la masa al punto de rompimiento
w = rapidez en el punto de rompimiento

0= angulo de la cuerda con la vertical.

Resolviendo verticalmente:

Pcos@ =mg (9
Resolviendo en el plano de la trayectoria circular:

Psen@ = mr o’ (i)

Sustituyendo los datos P =98N, m = Skg, g = 9.81m/s° en

la ecuacion (i)

mg 5X9.81
=g "

0.5

cosl =
. 0=060°
de la geometria figura 6ed. (a)
[sen@=r—x

Con valores / = 300mm, x =75, sen@= 0.866

(b) r=I[senf+x
=(300x0.866)+75

r

=334.8mm —

(a) De la ecuacion (ii) con P =98N, sen@= 0.866, m = 5kg,
r=0.3348m
o = Psen@ 98x0.866

= =50.70
mr I5x0.3348
7.12%X60 r
.y — rad — — fQrevV
=712 A n="" 00 =68 %m .

Balanceo de masas. Cuando una flecha sosteniendo varias
masas excéntricas estd en balance estatico, el centro de la
masa del sistema esta situado en el eje de la flecha, de tal
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forma que la flecha y las masas fijas a la flecha
permanecen en la posicion en que son colocadas. Sin
embargo, cuando la flecha gira, las fuerzas centrifugas
actlian sobre las masas, y si éstas no estan rotando en el
mismo plano, los momentos de los pares de fuerzas®
también actuan sobre la flecha. Por consiguiente para un
balance dinamico, (a) la fuerza resultante actuando sobre
la flecha debera ser igual a cero y (b) la resultante de todos
los momentos de los pares de fuerzas actuando sobre al
flecha debera ser cero.

Por tanto una particula de masa m rotando en una
trayectoria circular de radio » requiere una fuerza radial P
para mantener a ésta en la trayectoria, la fuerza P se llama
fuerza centripeta, debido a que actua radialmente sobre la
particula hacia el centro de la flecha, la reaccion hacia P
actia radialmente hacia la fuerza y es llamada fuerza
centrifuga; esta reaccion F' es suministrada por un soporte
tal como una chumacera o rodamiento y puede ser
considerada como la fuerza que tira radialmente hacia
fuera en el soporte (figura 3.14)

Un componente rotando, tal como una pieza de trabajo, en
el porta herramienta o mandril de un torno mecanico puede
tener su centro de masa no coincidiendo con el eje de
rotacion del mandril, y el efecto de esto es producir una
fuerza de desbalanceo.

El valor de P, y por ende F, de acuerdo con la 1* ecuacion
(3.24) para r = consonante, esta dada por:

F =ma-=mrw’  radialmente hacia fuera.

En la sustituciéon mostrada en la figura 3.15(a), m. es la
masa de desbalanceo de un radio r; y F; es la fuerza
centrifuga debida a la rotacion de m;. El desbalanceo
puede ser corregido por medio de una masa m, colocada a
un radio », de tal forma que la fuerza centrifuga F, debida
a la rotacion de m, es igual y opuesta a F, de esta manera

% . Un par de fuerzas son dos fuerzas paralelas de la misma magnitud pero con
sentidos opuestos.
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, 2
m,;r,@° =m,r,w
quedando
m;r; =mr,
que es la condicion para el Balanceo estdtico como se
muestra en la figura 3.15 (b).

Para asegurar el Balanceo dinamico, las fuerzas F; y F)
deberan no solamente ser iguales y opuestas, sino que
también deberdn estar situadas en el mismo plano con
referencia al eje de rotacion.

. 12 Si las fuerzas centrifugas estdn separadas por una distancia

o Lo x como se muestra en la figura 3.16, el efecto serd producir
[ W o o - — . 14

] N un momento del par de fuerzas igual a Fx el cual tenderia a

R Soportes flexionar a la flecha e inducir cargas adicionales en los

| {chumaceras) .
i soportes (rodamientos y chumaceras), rotando con Ia
Figura 3.16 flecha, las cuales deberan ser iguales y su suma igual a

cero, es decir con direcciones opuestas y para que se tenga
un estado de balanceo dindmico es necesario que el
momento de este par de fuerzas en los soportes sea igual a
cero, es decir que no se tengan estas cargas adicionales en
los soportes.

La fuerza de desbalanceo es proporcional al cuadrado de la
rapidez @ (ver la 1* ecuacion (3.24)), ya que esta es
especialmente importante para asegurar un buen balanceo
cuando las componentes estan rotando a una alta rapidez.

Se hace notar que un estado de balanceo puede siempre
alcanzarse agregando un apropiado producto de masa-
brazo m;, r, en un par de planos transversales elegidos
arbitrariamente. Esto es bastante independiente del nimero
y distribucion de masas iniciales y por consiguiente es
también aplicable cuando la masa tiene una distribucidén
continua, como en ¢l caso de un rotor solido.

Las maquinas de balanceo estandar son usadas para medir
la cantidad de desbalanceo e indicar lo que se necesita
hacer para corregirlo. Algunas veces el balanceo se
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alcanza, como se ha implicado aqui, agregando masas de
balanceo. El procedimiento de balanceo estandar para
ruedas de automovil es un ejemplo de esto. Algunos
balanceos se realizan quitando material por medio de
taladrado como es el caso de rotores de pequefios motores
eléctricos.

Ejemplo demostrativo de balanceo de masas

Ejemplo demostrativo 7. Un agitador rotativo de masa
de 1000kg es estaticamente balanceado por una masa de
Skg situada a un radio de /.5m. La linea radial del centro
de masa M del agitador y de la masa de balanceo estan
separadas en Im como se muestra en la figura 7ed. El
agitador esta suspendido verticalmente desde soportes con
rodamiento c/u y separados en 300mm. Calcular el radio
del centro de masa y la carga de desbalanceo en cada
soporte cuando el agitador esta rotando a 60"/,

Solucion: refiriéndonos a la figura 7ed y al enunciado del
ejemplo.

m es la masa de balanceo estatico a un radio 7,
M es la masa del agitador a un radio 7;

De la condicion de balanceo estatico con m=J5kg y
M =1000kg, r2=1.5m,

Mr,=mr,
mr, :
". r, =——= y sustituyendo valores
M

XS 0075m =7 5mm -
1000

Fuerza centrifuga F = mr,@’ = Mr,@’

0m1w=99x2z=azwﬂ¢/
60 s

F=5x1.5%(6.28)" =295.8N
Par de desbalanceo C =Fx =295.8m
Este par es igual y opuesto al par que se genera en las
reacciones R de los soportes.
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Par resistente C = Ry = 0.3R

Igualando los pares de desbalanceo y resistente, obtenemos
la carga de desbalanceo.

0.3R=295.8:>R=%=986N «—

Varias masas en movimientos circular —Balanceo de masas
coplanares. Las mismas condiciones generales aplicadas
como las discutidas previamente en el caso de dos masas
asi consideramos para tres masas como las mostradas en la
figura 3.17, con las masas m;m, y mj; situadas en los
Frea—@— puntos 4, B, y C respectivamente, rotando

(a)

con una velocidad angular o respecto a un eje que pasa por
O perpendicular al plano definido por radios de estas tres
masas.

{b)

Por balanceo estatico, la suma de los momentos de los
pesos respecto a O debe ser cero.

(c)

m,or, —m,Qor,cosO. — m,or., cos @ =0
Figura 3.17 1871 2872 3875

Por balanceo dindmico, la suma de las fuerzas centrifugas
deber ser cero. La posicion de las fuerzas centrifugas en el
my espacio es mostrada en la figura 3.17 (b); El diagrama
vectorial de fuerzas se muestra en la figura 3.17 (c) con

Fa

F, =m, r, o paralelo a OA4

F, =m, r, @’ paralelo a OB

F, =m; r, @ paralelo a OC

Si las masas estan en balanceo dinamico, el diagrama sera
poligono cerrado, Si no es asi, entonces habra una fuerza
resultante la cual sera la fueraza de desbalanceo dinamico.

Ejemplo demostrativo de balanceo de masas coplanares.
Ejemplo demostrativo 8. Un plato frontal de un torno
portando dos masas, una de 3kg y la otra de /.5kg fijas en a
los radios de 600mm y 200mm respectivamente desde el eje
de rotacion como se muestra en la figura 8ed(a). Calcular
la fuerza de desbalanceo cuando el plato frontal de sujecion

Figura 8 ed
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esta girando a 300rev/ min,y por consiguiente la posicion
y tamafio de una masa de blanceo situada a un radio de
500mm.

Solucion:

Fuerza centrifuga Fi=mnw’

con m;=1.5kg r,=0.2m, w:%x2ﬂ:31.4 rad/s

Porlo que F, =1.5x0.2x31.4 °=295.8 N

~ _ 2
Fuerza centrifuga F, = m,r,@

con m,=3kg, r,=0.6m, @=31.4rads,
F,=3%0.6x31.4°=1774.7 N

Del diagrama vectorial figura 8ed(b), tenemos

) vy

= J|(295.8+1774.7%0.5Y +(1774.7%0.866 Y |

7

=7939.6 N fuerza F de desbalanceo —

Para balancear esta fuerza, se requiere una masa de
balanceo que proporcione una fuerza igual y opuesta a F'.
Si la masa de desbalanceo es m a un radio », entonces

2

F=mrw
. m_ F
. rw?
con F=1939.6 N, r=0.5m, w=31.4 rad/s
m=L§)ﬁ2=3.93 kg —
0.5(31.4)

La posicion angular esta dada por el radio OC en el tercer

cuadrante, que tiene un angulo & con la linea OA. De la
figura 8ed(b)

e _1( 1774.7(0.866) j

295.8+0.5(1774.7)
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de efecto

Figura 3.18
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=1g7'(1.2989)=52.4I° —

3.11 Ejemplos de Discusion y Ejercicios de Trabajo
Ejemplos de Discusion

Ejemplo 3.1. Un tren de masa 500 foneladas es arrastrado
por una locomotora hacia arriba de una pendiente de 1:80,
su rapidez decrece de 45 a 15km/h en 50 segundos. Si la
fuerza efectiva de traccidn permanece constante y las
resistencias al movimiento es equivalente a 65N/tonelada,

~ calcular la fuerza efectiva de tracciéon aplicada por la

locomotora.

Solucion: La fuerza efectiva de traccion en las ruedas de la
locomotora es transferida al tren en la barra de enganche,
refiriéndonos a la figura 3.18, T es la fuerza efectiva de
traccion, R la resistencia al movimiento, y W el peso del
tren. Considerando las fuerzas a lo largo de la pendiente en
la direccion de la misma y de acuerdo a la ecuacion (3.1) y
a los diagramas de la figura 3.18

F=—R—-Wsen0+T =—-—ma (1)
El valor de a se encuentra usando la ecuacion
v=v, +adt
Si v=w=4.]7m/s, vy =M=12.5m/s,
360 5600
At =50s
4= V=V _ 4.17 —-12.5 e 0.1667m/ s

At 50

En el diagrama de fuerzas de efecto, la aceleracion se
muestra en la direccidn correcta, es decir, contra el
movimiento, por consiguiente de la ecuacion (1)

T =R+ Wsen6 —ma
con los datos R=65%x500=32.5x10°N
m=500x10" kg
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W=500x9.81x10°N
sen@ =tg@=1/80

— m
a=0.1667 AZ
500x9.81%10°

- T=(325%107)+ —500%0.1667 % 10°
=(32.5+61.31-83.4)10°
=10.41x10°N —

Ejemplo 3.2. Una fuerza R= (3ti+ 0.4t j)N es aplicada

a una particula de masa 0.1kg la cual puede moverse
libremente en un campo gravitacional de intensidad
2.36N/kg. La fuerza gravitacional actia en la direccion
(- j) y t es el tiempo en segundos.

: : , N ™Mo
En el tiempo #=0 la velocidad de la particula es de
(700i+ 200 j)m/s. Determine su velocidad cuando /Cl) = @V
t=2.0s. R /
Solucion El diagrama de cuerpo libre figura 3.19 para la x

particula muestra la fuerza R y el peso W actuando sobre Figura 3.19
esta, en la que:
W=W(-j)=-mgj

de la segunda ley de Newton (ecuacion(3.1)),
ZF =ma
donde a es la aceleracion de la particula. Asi
R+W =ma
(3ti+0.4:75)-(0.1)(2.36)j=(0.1)a
a=[30ti+(2.36+4)jlm/s (i)

Para encontrar la velocidad tenemos que integrar la
ecuacion (i).Ya que

dv
a=—

dt

se tiene:
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Figura 3.21
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t
vzdv=fzadt
Vi

]

vo—v, = [ [30ri+ (236 + 467 it

obsérvese que i y j son vectores unitarios fijos, nosotros
obtenemos

v, —(700i+ 200 j) = @H [2.36(2) + Lj)SJ J

v, =(760i+215.4 j)m/ s —
ov,=790m/s £6O=tg”’ 24N _s.s00 —
? 760
= 15°49’

Ejemplo 3.3. Una caja de masa m esta siendo bajada por
medio de una cuerda ABCD la que pasa sobre un cilindro
fijo, el angulo central de contacto con el cilindro es «
como se muestra en la figura 3.20. El alargamiento que
sufre la cuerda por la masa, puede ser ignorado.

Si el coeficiente de rozamiento entre la cuerda y el cilindro
es 1, demostrar que la tension en la cuerda en By C esta

gobernada por la relacion: T, /T, =e“*

Si la aceleracion de la caja bajando es a, determine la
tension T

Solucion: La figura 3.21(a) es el diagrama de cuerpo libre
de un elemento de la cuerda en contacto con el cilindro que
sustenta el &ngulo pequeiio 46 al centro de la curvatura, la
variacion en tension a través del elemento es indicado por
las fuerzas Ty (T+ AT ). La fuerza de contacto con el
cilindro ha sido resuelta en componentes, en las
direcciones e, y e,. Puesto que el deslizamiento esta

ocurriendo, la componente en la direccion e, es u veces la
componente en la direccion e, (ecuacion (3.5)).
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Ya que A460/2 es muy pequefio podemos remplazar
cos(A46/ 2) por la unidad, obteniéndose

[ZFa =ma3]

T + uAN — (T + AT)=0 = AT = uAN (i)

Para la direccion radial, podemos reemplazar sen(46/2)
por A6/ 2 y escribir

[ZFr :maR]

AN — (2T + AT)46/2=0

y, como el termino ATA8/2=0 es un termino de
segundo orden de pequefiez no lo tomaremos en cuenta;
quedando

TA6 = AN (if)
De aqui, eliminando a AN de (i)y(ii), tenemos
AT /T = uAé (iii)

En el limite como A6 se aproxima a cero, la ecuacion (iii)

viene dando
dT /T =udé

y JycdT /T =l d6

T
considerando 4 constante, de esta manera

Ln(T,. /T,)= ua
0 T./Ty=e"" (iv)

Esta es una relaciéon bien conocida. Se percibe que la
forma del cilindro no necesita ser circular.

125
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15 kg
Figura 3.22
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Puesto que la masa de la cuerda es despreciable, no existe
variacion en la tension entre C y D, como el dcl y la
ecuacion del movimiento lo confirman.

Del dcl para la caja (figura 3.21 (b))
[ZFx = me

mg — T, =ma
T =m(g -a) v)

Combinando las ecuaciones (v) y (iv), se tiene:

r

Ty = m(g —a)e ™ «—

Ejemplo 3.4. El sistema de poleas, cuerdas y bloques de
la figura 3.22, se abandona del reposo, admitiendo que no
hay rozamiento en las poleas y que la masa de c/u de las
poleas y cuerdas es despreciable, determinar la aceleracion
de cada bloque.

Solucion: La cinemdtica de este conjunto de bloques y
poleas, muestra que la longitud de la cuerda que pasa sobre

las poleas es constante y de aqui que las coordenadas de
posicion de los tres bloques tenga la siguiente relacion.

2x 4 + 2xy + x, =constante
derivando con respecto al tiempo por dos ocasion
v, +2vp+v. =0
2a,+2ag+a.=0 (1)

Aplicando la segunda ley de Newton, sucesivamente, a
cada polea y cada bloque, tenemos

Poleas.- Como se admiten que la masa de cada polea es
espreciable, resulta para la polea D.
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YF=ma=0:=>T,, —-2T=T,,=2T
En forma analoga para la polea E; T, =2T
Bloque A: W, =m g =(25)(9.81)=245N
Y F=ma,: 245-2T=25a,
a,=9.81-0.08T
Bloque B: W, =myg =(15)9.81)=147.2N
Y F=may: 147.2-2T=15a,
ap,=9.81-0.1333T
Blogue C: W, =m.g =(10)9.81)=98.IN
Y F=ma.: 981-T=10a.

ac=9.81—0.IT

)

3)

4)

Sustituyendo en (1) las expresiones de a,, az, ac

obtenidas en las ecuaciones (2), (3) y (4)

2(9.81-0.08T)+ 2(9.81-0.1333T)+(9.81—0.1T)=0

5(9.81)=(0.16 + 0.2666 + 0.1)T = T =93.14N

Aceleracion en cada blogue Sustituyendo el valor de 7 en

las ecuaciones (2), (3)y (4), resulta

a,=9.81-0.08(93.14)=2.36m/ s’
ay =9.81—-0.1333(93.14)=-2.61m/ s’

ap =9.81—0.1(93.14)=0.50m/ s°

r
&—
r

&—

r

e
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T =27

'.
W =245 m,=da,

2T

¥
We=I7.2N  mg—dg

W -=98.L¥ m-=da-
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Ejemplo 3.5. Determinar a que velocidad debe circular un
vehiculo por una curva de una carretera con radio
p =125m, peraltada con una inclinacion € =18", para que

no actuen sobre las ruedas fuerzas de rozamiento
transversales.

Solucion: El vehiculo describe una trayectoria circular
horizontal de radio p. La componente normal a, de la

aceleracion esta dirigida hacia el centro de la trayectoria;
su modulo es a,=v’/p, donde v es la velocidad del

vehiculo. Puesto que no existe fuerza de rozamiento en
direccion transversal, la reaccion R de la carretera es
normal a su plano, tal como aparece en la figura 3.23.
Aplicando la segunda ley de Newton, resulta

> Fy=0: Rcos@—mg=0= R= ne (1)
cos@
> F,=ma, Rsen@=ma, (2)
Sustituyendo en (2) la expresion (1), y teniendo en cuenta
que a, =V’ /p:
2
"E sen@=m>— =17 = gptgl
cos@

Introduciendo los valores numéricos p=125m 'y

6 = 18° en esta ecuacion, se obtiene finalmente
v =(9.81)125)g18"

r

v=19.96m/s ; v=71.9Km/h «—

Ejemplo 3.6. A un bloque que tiene una masa de 2kg se le
da una velocidad inicial de /m/s cuando esta en la parte
superior del cilindro liso, ver figura 3.24(a). Si el bloque se
mueve a lo largo de una trayectoria de 0.5m de radio,
determine el angulo @ =68mndx el cual empieza a dejar la
superficie del cilindro.
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Solucion En la figura 3.24 (b) se indican los diagramas de
cuerpo libre (fuerzas aplicadas) y el cinético (fuerzas de
efecto) para el bloque, localizado en la posicion general 6.
El bloque debe tener una aceleracion tangencial a,, ya que

su rapidez siempre esta creciendo conforme se desliza
hacia abajo. El peso es W =2(9.81)=19.62N

Aplicando las ecuaciones de movimiento da por resultado

> F =ma,: 19.62sen6 =2a, (1)
2
S F =ma,: _N, +19.62c0sl9=2;5 )

Estas dos ecuaciones contienen cuatro incognitas, €, a,,
Ny, v. En el instante que € =6max el bloque dejara la
superficie del cilindro, de modo que N, =0

Puede obtenerse una tercera ecuacion para la solucion
observando que la magnitud de la aceleracion tangencial
a, puede relacionarse con la rapidez del bloque v y con el

angulo @, Segun la ecuacion (2.28) en la que ds =rd@ ver
figura 3.24(b). Asi,

vdv
- 3
“= 0540 )

Sustituyendo la ecuacion (3) en la ecuacion (1) y
separando variables, tenemos

vdv=4.905sen6d 6 4)

Integrando ambos miembros en esta ecuacion (4)

Percatandose de que cuando 8=0°, v=Im/s, da por
resultado

Lv vdv =4.905 J.:,, sen@d@

2 v
Vz :—4.905cose\ 0 = =9.81(1-cos)+]1

1
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(b)

Figura 3.25
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Sustituyendo este valor de v’con N,=0 en (2) y
despejando cos@mdx nos da

19.62cosOmdx = —[9 81(1 - cosBmdx) + ]]

2(9.81 )cos Omdx = 4(9 81)—4(9.81)cos Omdx + 4
6(9.81)cosOmadx = 4(9.81)+ 4

cos Omax = @ =0.7346
58.86

r

Omdx = cos ' (0.7346)=42.7° <

Ejemplo 3.7. El cilindro C de 2kg mostrado en la figura
3.25(a) tiene un perno P concéntrico pasando por la ranura
del brazo OA. Si el brazo gira en el plano vertical a una
razon constante de @ =0.5rad /s, calcule la fuerza que el

brazo ejerce sobre el perno P cuando @ =60°. Desprecie el
rozamiento en el calculo y suponga que el cilindro ajusta
en forma libre en la ranura recta horizontal G.

Solucion: Para resolver este ejemplo, se utilizaran las
ecuaciones escalares (3.24) para el movimiento de una
particula en un plano, referido a un sistema de coordenadas
polares

> F, =m(V—r6’2)=mar (3.24)
> F,=m(ré + 2r8)=ma, '

En los diagramas de cuerpo libre y cinéticos fig 3.25(b), la
fuerza del perno, F,, actua perpendicularmente a la ranura

del brazo OA. N, representa la fuerza normal de la pared

inferior de la ranura horizontal G sobre el cilindro. Tanto
2a,,(ma,) como 2a,,(ma,) se suponen actuando en la

direccion positiva de » y € respectivamente

Aplicando las ecuaciones de movimiento. Ecuaciones
(3.24)

> F.=ma, :—N_sen0 =2a, =2(? —r6’2) (1)
Y Fy=may : Fp — N, cos0=2a, =2(r9 - 2r6 ) (2)
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De la figura 3.25(a), r puede relacionarse con & mediante
la ecuacién

ro= 0-4 =0.4csc@

sen@
Como d(cscO)=—(cscbeotB)dd y dcotf= —(csczé’)dﬁ ,
entonces 7 y las derivadas de »y @ con respecto al tiempo
en las ecuaciones (1) y (2) se convierten

6=0.5,0=0
r =0.4cscl

7 =—0.4cscBeot06 = —0.2cscBcot
i =—0.2(— cs8cot80)cot O = —0. ]csé’(— csczt%?)z
= O.Icscé?(cotzé’ + csczé’)

. [,
Evaluando estas expresiones en 1 :k;;‘-\_\‘ 2
€ =60, obtenemos N 30° 7

[ iy

0=0.5, 6=0, r=0.462, r=—0.133, r=0.192

Por lo que

— (3 _ 2) _ 2 _
a =(r—r6?)=0.192-0.462(0.5) =0.0765 % ,
a,=(ré—2r0)=0+ 2(0.133)(0.5)=—0.133n/ ,
s
Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (1) y (2) con
0=60", sen60° =f y cos60° = ;, nos da

r

-~ N(fj =2(0.0765)= N, = —2(0.0765) =—0.177N «—

~F,— N, (;) =2(-0.133)=F, =;(— 133)—2(0.133)=

7

=—0.354N —
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Como las fuerzas N, y F, resultaran como cantidades

negativas, sus sentidos son opuestos a los mostrados en el
diagrama de cuerpo libre dcl de la figura 3.25(b).

Ejemplo3.8. Una caja de un elevador de masa 2
toneladas esta conectada a un contrapeso con masa de 1
tonelada por un cable, inextensible ligero pasando por una
polea de transmision de masa de 400kg y diametro 1m. Si

la caja esta acelerando hacia arriba a 1.5 ’7/ 5, calcular el
s

torque de transmision requerido en la flecha de la polea y
la maxima tension en el cable.

Solucion: Considerando los diagramas de fuerzas vy
torques, aplicados y de efecto, figura 3.26, el cable es
inextensible, de aqui que la aceleracion de cada masa es la
misma. Debido a que la polea tiene inercia y es conducida,
la tension en el cable de cada lado de la polea es diferente.
Estableciendo la ecuacion de movimiento para cada parte
del sistema:

Masa  m,(cajaelevador) F,—w,=m,a (1)
Masa m,(contra peso)  F,—w, =m,a (i)

Polea: Tomando en cuenta momentos respecto al eje de
rotacion
~T+Fr-Fyr=-la (iii)

Sustituyendo azg, W,=m,g, W,=m,g

de la ecuacion (i) F, =m,(a+g)
de la ecuacién (i) F, =m,(g—a)

de la ecuacion (iii) Tzl—a+m]r1(a+g)—m2r(g—a)
r

Sustituyendo los siguientes valores en la ecuacion del
torque (momento torsional)

2 D’ 1 2
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m, =2000kg,  m, =1000kg, azl.S%z, g:9.81%2,

r=05m, a= 1S 3m% resulta
0.5 s

2

T =50x3+2000%0.5%(1.5+9.81)—1000%0.5x (9.8 — 1.5)

=150+11310—-4155=7305Nm —

La tension maxima es la que se necesita para acelerar la
masa mas grande. Esta es la dada por la ecuacion (i)
Fy=m, (a + g)

r

=2000(1.5+9.81)=22620N =22.62KN «—

Ejemplo 3.9. Para el regulador centrifugo, figura 3.27(a),
se dan los siguientes datos: [=0.5m, D=5cm,

n=300re%lin, y 8=45". ;Cudl es la fuerza P que actia

sobre el manguito soporte inferior 4, si cada bola tiene una
masa de lkg y se desprecian las masas de todos los otros
miembros moviles del sistema?

Solucion: Cada una de las bolas efectia un movimiento

circular simple para un angulo # fijo.
©)

De acuerdo al dcl figura 3.27(b), resolviendo verticalmente Figura 3.27

F,sen45° — F,sen45" —mg =0 (i)

y resolviendo en el plano de la trayectoria circular
horizontal de la bola en consideracion.

F.cos45° + F,cos45" =mr&’ (i)

Sustituyendo m=1kg, g = 9.817/, en la ecuacion (i)

(F —F,)0.707)-9.81=0 (i)
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y sustituyendo las condiciones m=1kg, [=0.5m,

300)(2x)

r=Isen=0.5(0.707) y @= [( 0 } en la ecuacion (i)

2
(F, +F,)0.707) = 1(0.5)(0.707){(3 0?(52” )}
=348.89
(F, + F,)0.707)— 348.89 =0 (ii")
resolviendo este sistema de ecuaciones simultaneas (i’) y

(ii’), se obtiene
F,=253.68N y F, = 239.80N

D

L- D,4m et 0.5 —ts—— xm -

LA
Figura 3.28

Ahora de acuerdo al “dcl” del manguito soporte 4 y
despreciando el rozamiento como se muestra en la figura
3.27(c), puede decirse de las condiciones de equilibrio,
que:

7

P =2F,(0.707) = 2(239.8)(0.707) = 339N «—

Ejemplo 3.10 Una flecha rotativa llevando cuatro masas
A,B,C y D, sujetas rigidamente; con los centros de masa
estando a 30mm , 36 mm, 39 mm y 33 mm respectivamente
de su eje de rotacion de la flecha; A4, C'y D son de 75kg,
Skg y 4kg ; la distancia axial entre A y B es 40mm y entre
By C es de 50mm; las excentricidades de 4 y C estan a

90° una de la otra.

Encontrar, para un balanceo completo: (a) los d&ngulos entre
A, B y D, (b) la distancia axial entre los planos de
revolucion de Cy D, y (¢) la masa B.

Solucion: El plano B, fig 3.28(a) se elige como el plano de
referencia puesto que este contiene una de las masas
desconocidas y las distancias medidas a la derecha de este
plano serdn consideradas como positivas. Utilizando los
datos dados, la siguiente tabla es recopilada
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m r mr ! mrl
A 7.5 30 225 —0.4 - 90
B m, 36 36m, 0 0
C 5 39 195 0.5 97.5

D 4 33 132 0.5+ x 66 +132x

El poligono de los momentos de los pares de fuerza, fig
3.28(c) es construida, con los valores de la columna mr/,
la direccion del momento del par de fuerzas debida a 4 es
hacia abajo ya que es negativa.

Por la figura 3.28(c) y el valor correspondiente de la
columna mrl

ad = |97.5) + (- 90 |=66 + 132x

=132.67=66+132x=>x=0.505m —

(97.5 r
O=tg”!| 7 |=47.3° —
y (%)

El poligono de las fuerzas, fig 3.28 (d), se construye,
usando los valores de la columna mr y las direcciones
conocidas de las fuerzas en 4, Cy D.

De la figura 3.28 (d), el valor del vector db del cierre del
poligono

—db =225 j+ 195i— 132cos(47.3° ) + 132sen(47.3°)}

~

=195 - 132¢05(47.3° )i+ 225 + 1325en(47.3° )|
db=-/(105.5) +(322) =338.8

Pero de la columna mr B =36m,, tenemos

db=338.8=36my = m = 33386‘8 =9.41kg «

y también

O=tg™’ 10550 _ js —
322

Por lo que el 4ngulo entre By D =114.6"
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Las posiciones relativas de las masas son mostradas en la
figura 3.28 (b)

Ejercicios de Trabajo

Observacion previa: En los ejercicios siguientes se supone
que los cordones cuerdas y cables son flexibles,
inextensibles y de masa despreciable. Las poleas se asumen
de masa despreciable, y los pernos ejes y espigas se
consideran lisas a menos que se indique lo contrario.

3.1.  En el piso de un ascensor se coloca una balanza de
resorte. Despréciese la masa de la plataforma de la
balanza. Cuando el ascensor esta detenido, un
hombre se para en la plataforma de la balanza y
esta indica 80kg. Calcule (a) la aceleracion del
elevador cuando la balanza indica /00kg, (b) la
lectura de la balanza, cuando el elevador tiene una

aceleracion de 4.0, hacia abajo.
s

3.2.  Un astronauta pesa 750N sobre la superficie de la
tierra. Suponga que la tierra es una esfera cuyo
radio mide 6400km. Calcule:

(a) la masa y el peso del astronauta cuando se
encuentra en una estacion espacial ‘“‘estacionaria”
(cuya orbita es circular a 800km sobre la superficie
de la tierra).

(b) La velocidad que debe poseer el satélite para
que el astronauta experimente la sensacion de falta
de peso o ingravidez.

3.3. La masa del bloque A, figura 3.29, es 35kg y el
coeficiente de rozamiento entre el bloque y Ila
superficie inclinada, es de 0.50. Calcule Ia
aceleracion de 4 sometido a la accion de una fuerza
horizontal de /00N cuando su velocidad es: (a)

m
2.54 hacia arriba en la direccion del plano

inclinado, (b) 5.0 ,% hacia abajo en la direccion del
plano inclinado, (©) nula
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3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Las masas de los bloques 4 y B del sistema de la
figura 3.30 son 2.6kg y 1.0kg respectivamente. El
coeficiente de rozamiento entre 4 y el plano es

0.25. La velocidad inicial del bloque 4 es 3’%611
el sentido de descenso sobre el plano inclinado.
Calcule:

(a) la aceleracion del bloque A.

(b) la tension en el cable.

Los bloques 4 y B, de la figura 3.31, parten del
reposo en la posicion representada. La masa de B
es el doble de la masa de 4. El coeficiente de
rozamiento estatico es 0.40 para todas las
superficies y el coeficiente de rozamiento cinéticos
0.30. Calcule la aceleracion del bloque A4.

El bloque 4 de masa m representado en la figura
3.32 se desliza en una pista circular vertical cuyo
diametro mide 4m El coeficiente del rozamiento
entre 4 y la pista es de 0.30. En la posicion

m
representada la velocidad del bloque es 3.0 A en
el sentido de descenso. Calcule la aceleracion de A
en este instante.

La particula 4 de 2kg esta atada al extremo de una
cuerda de 2.5m y oscila contenida en un plano
vertical tal como se indica en la figura 3.33.

Cuando el angulo 8 es 30°, la magnitud de la

velocidad de 4 es 1.57s .Calcule la tension la
cuerda y la aceleracidon angular en la posicion
indicada en la figura.

El cuerpo 4 de 9kg reprensado en la figura 3.34,
descansa sobre un plano liso. La fuerza P aplicada
al cuerpo A4 se incrementa muy lentamente a partir
de cero. Calcule el valor méximo que puede

i P‘E:Lf* Soichs s

Figura 3.30

b 8

Figura 3.32

5

\\
VA
2.5/ /
1] e
L “*<’/
]
A
f// x

Figura 3.33
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7J’ -
V% P P77 o P s

Figura 3.34

Figura 3.35 3.10.

Figura 3.36

3.11.

Figura 3.37

3.12.

adquirir la fuerza P sin que el cilindro liso de 6kg
salga del cuerpo 4 por el punto C.

Suponga que la particula 4 de la figura 3.35 se
conecta a un punto B mediante una cuerda de 3.0m
al punto O mediante otra cuerda de 5.0m

(a) Deduzca una expresion que permita calcular la
tension en la cuerda AB en términos de la masa del
cuerpo y la velocidad angular de AB.

(b) (Qué valor tiene la velocidad angular cuando se
anula la tension de la cuerda AB?

(c) El angulo AOB disminuye al hacerlo la
velocidad angular, calcula el valor de la velocidad
angular para el cual el &ngulo 4OB se anula.

Un automovil de carreras recorre una curva con
rapidez constante de 25 Okmh . El radio de curvatura

de la pista es 500m, medido horizontalmente, el
peralte de la pista, angulo@d, figura 3.36,

es30°.Calcule el minimo del coeficiente de
rozamiento entre la pista y las llantas, requerido
para evitar el deslizamiento del vehiculo.

La mesa giratoria representada en la figura 3.37
gira contenida en un plano horizontal con

aceleracion angular constante 3.0rad/ en el
S

sentido atihorario cuando se observa hacia abajo.
La masa del bloque A colocada sobre el disco es
2.0kg. Calcule la magnitud de la fuerza de
rozamiento del disco sobre el bloque en el instante
en que la velocidad angular del disco es 2.0ra7

S
en el sentido antihorario. Suponga que el bloque no
desliza.

Un hombre hace oscilar un cubo lleno de agua
hasta que gira segun una circunferencia vertical de
0.75m de radio. ;Cual es la minima velocidad con
que debe llegar el cubo al punto mas alto de la
circunferencia para que el agua no se vierta?
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3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

Un conductor automotriz toma una curva en una
carretera horizontal sin peraltar a 72k7% . Si el

radio de la curva es de 50m, determinar:

(a) El valor minimo de coeficiente de rozamiento
entre los neumaticos y la carretera para que no
haya deslizamiento. y (b) ;Con que angulo deberia
peraltarse la carretera para que el conductor
pudiera tomar la curva a la misma velocidad con
un coeficiente de rozamiento 4 =0.307?

En la figura 3.38, sabiendo que w=0.45,

determinar la aceleracion de cada bloque del
sistema si m, =5kg , my =20kg, m, =15kg .

Las masas de los bloques 4 y B de la figura 3.39
son 2kg y 4kg, respectivamente. Los coeficientes
de rozamiento son 0.4 entre A y B,y 0.2 entre By
la superficie horizontal. Desprecie la masa del
cuerpo C. Calcular; (a) el valor méximo que puede
adquirir P sin que se inicie el movimiento, (b) el
valor minimo que debe tener P para que A4 se
deslice sobre B.

El anillo B de la figura 3.40 se desliza sobre la
barra OA, que gira contenida en el plano vertical.
En la posicion mostrada, la velocidad vy

aceleracion angulares de OA son 5 ra% en
N

sentido antihorario y 3ra%2 en sentido horario
S

respectivamente. En el instante considerando r es

300mm y se incrementa a razén de 600mm/ . El
N

coeficiente de rozamiento entre el anillo y la barra
es 0.2. Calcule la aceleracion del anillo relativa a
la barra.

En el instante bajo consideracion, el carrito-trole

T, figura 3.41, tiene una velocidad de 4’% ala

Figura 3.38

A —

139

C

Figura 3.39
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3.18.

3.19.

3.20.

derecha y esta desacelerando a 2m/ . El brazo
S

telescopico AB tiene una longitud de /.5m, la cual
esta aumentando a una razén constante de Zn% . Al
)

mismo tiempo, el brazo tiene una velocidad

angular en sentido atihorario de 3rad/ y una,
N

aceleracion angular en el sentido horario de
0'5”’72' Ademads el brazo telescopico lleva un
N

cuerpo de masa concentrada de 3.0kg en el extremo
B. Determinar la fuerza R ejercida por el brazo
sobre este cuerpo para la posicion mostrada.

Una particula moviéndose con movimiento

armoénico simple (mas) tiene una velocidad de 2 /s

cuando esta pasando por la posiciéon media de su

carrera y una aceleracion de 2.7 m/, cuando esta a
N

0.67m de su posicion media, Encontrar la amplitud
y el periodo de oscilacion.

Una corredera se mueve a lo largo de una
trayectoria con movimiento armoénico simple
(mas), la carrera es 0.67m y el periodo es 1.8s.
Determine la velocidad y aceleracion de la
corredera en (a) al principio de la carrera, (b) a un
cuarto de la carrera, y (¢) a la mitad de la carrera.

El volante de un arreglo motor-generador tiene un

momento de inercia de 420kgm’ y los rotores de
este arreglo tienen un momento de inercia de

130kgm?. La flecha comiin estando sin carga, gira
a 750 rev/min, cuando de subito se le solicita el
arreglo motor-generador una carga que motiva que
la rapidez caiga a 650 rev/min en 1.5 segundos.
Calcular el valor de la carga debida al torque
(momento-rotacién) uniforme que produce la caida
de la rapidez.
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3.21.

3.22.

3.23.

Una masa de 5 tomneladas es levantada por una
gria malacate con una aceleracion de 0.8 m/s’ El
malacate consiste de un tambor (cilindro hueco) de
0.6m de didmetro exterior alrededor del cual es
enrollado un cable ligero con un extremo pasando
hacia abajo, a la carga, el tambor es impulsado a
girar por un motor eléctrico a través de un tren de
engranes como se muestra en la figura 3.42. El
momento de inercia de las partes de rotacion es
equivalente a una masa /550kg con un radio de
giro de 200mm respecto al eje del tambor. Si el
torque de rozamiento del sistema es equivalente a
450Nm en el tambor, Calcule el torque de
transmision requerido en la flecha del tambor para
levantar la carga a la razon requerida.

(a) Un regulador centrifugo de tipo péndulo conico
consiste, de dos masas cada una de 5kg. Los
eslabones de conexidn superiores estan sujetos al
brazo transversal fijo al arbol del regulador en un
punto a 75mm del eje del arbol. La distancia desde
el punto de sujecidon de cada eslabon con el brazo
transversal al centro de las masas rotando es de
225mm. Determine la rapidez del regulador
centrifugo cuando los eslabones hacen un angulo
de 30° con la vertical, despreciar las masas de los
eslabones.

(b) Para incrementar la rapidez de trabajo del
regulador, un resorte se conecta a las masas, el
resorte pasa a través de un orificio en el arbol del
regulador. Si la fuerza en el resorte es /20N
cuando los eslabones tienen un angulo de 30° con
la vertical, determine el incremento en rapidez
producido por esta modificacion.

Un regulador centrifugo, el cual consiste de dos
masas girando conectadas por un resorte de
tension, es requerido para lograr su trabajo a una
rapidez de 120 rev/min, con un radio de la
circunferencia trazada por el movimiento de las

Figura .42
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Figura 3.43

3.24.

3.25.

3.26.

Principios de Mecanica para Ingenieria

masas del R. C., de 150mm. La méaxima rapidez
del regulador viene siendo 180 rev/min y para esta
rapidez, el radio de accion de las masas es de
200mm. Si cada masa es de 5kg y el rozamiento en
el mecanismo del regulador puede ser despreciado,
determinar (i) la rigidez requerida del resorte y (ii)
la rapidez del regulador en rev/min cuando el radio
de accion es de 175mm.

En un plano en rotacion, masas de Skg y 10kg
estando en radios de 50mm y 75mm desde su eje de
rotacidn, y separadas radialmente en un angulo de
120°, estas masas giran a 120 rev/min. Calcule la
posicion de una masa de 20kg situada en el mismo
plano, la cual proporciona el balance dinamico.

Una armadura, de masa 500kg, gira a 500 rev/min
soportada por cojinetes separados a una distancia
de 1.5m, el centro de gravedad de la armadura esta
a 25mm del eje de rotacion y a 0.5m de uno de los
soportes o cojinetes. Calcular la reaccion en cada
cojinete debida al desbalanceo de la armadura.

El eje de la figura 3.43 gira a 1200 rev/min apoyado
en los cojinetes A y B. Las masas ubicadas en C y
D son 2kg y Skg, respectivamente. Desprecie el
efecto de la gravedad y calcule las fuerzas que
ejercen los cojinetes sobre el eje cuando éste se
encuentra en la posicion definida en la figura.
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3

CINETICA DE LA PARTICULA

EN MOVIMIENTO PLANO

Parte B: Impulso—Cantidad de Movimiento
y Trabajo-Energia

3.12. Impulso y Cantidad de Movimiento Lineal

Existen dos métodos para integrar la ecuacién (3.1)
F =ma o la ecuacion (3.16) Y F, = M ¥; . Estos datos se

basan matematicamente en la dependencia funcional de las
fuerzas y por lo tanto de las aceleraciones, y para la
particula, son inmediatamente recomendable las relaciones
cinematicas.

En esta seccion, consideraremos las fuerzas como funcion
del tiempo, para inferir los principios de impulso
—cantidad de movimiento lineal.

Y en la seccion 3.18 la fuerza sera considerada como una
funcion principalmente de posicion y el principio trabajo-
energia sera obtenido.

El principio de impulso-cantidad de movimiento lineal
para una particula de masa m sujeta a una fuerza F, de la
ecuacion (3.1) se tiene:

dv

F=m—=Fdt=mdv
dt

Integrando de ¢, a ¢, y de v; = v, nos da:

%) Vs %)
det=Imdv:>det=mv2—mv1 (3.33)
1 \7i 1
ty
La integral IF dt se llama impulso y generalmente se le
i

asigna el simbolo J.
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(obsérvese que el impulso es una cantidad vectorial)
Por lo tanto Impulso = variacion en momentum
0 J=Amv)=AG (3.34)

donde G se establece para mv la cual se ha definido como
el momentum lineal (cantidad de movimiento lineal)® de la
particula. La cantidad de movimiento lineal también es un
vector cuya direccion coincide con la direccion de la
velocidad. Las dimensiones del momentum lineal se
obtienen en la forma siguiente:

mv=M(LT™)=(FT?L" LT )= FT = F 4t

Luego las dimensiones y por lo tanto las unidades comunes
del momentum lineal (mv) y del impulso lineal (F At) son
iguales.

La ecuacion (3.16) > F, =M ¥, describe el movimiento

del centro de masa de un sistema de particulas o un cuerpo
rigido, la que puede ser expresada como:

L),

F=R=M¢,.=Ma.=M—
Z i G G dt

donde R es la resultante de todas las fuerzas que actian
sobre el sistema de particulas o cuerpo rigido, la ecuacion
puede expresarse como:

Rdt=Mdv,
Al integrar la ecuacidn anterior con respecto al tiempo

ts vy
JRdt =devG =M(vG2— Ve, )
i Vi
(3.35)
0 J=G,-G,=4G
donde los subindices 1 y 2 identifican los valores inicial y
final de los intervalos de tiempo y velocidad.

¥ El termino momentum es de Newton y es la cantidad de movimiento que es la

medida conjuntamente de su velocidad y la cantidad de materia.
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3.13. Conservacion de la Cantidad de Movimiento
Lineal.

Las ecuaciones (3.34) y (3.35) pueden usarse de modo
directo si se dispone de una relacion de datos Fuerza-
Tiempo como se muestra en la figura 3.44. En este caso el
area bajo la curva es el impulso y puede igualarse a la
variacion o cambio en cantidad de movimiento lineal.

En problemas de colision, la relacion impulso-momentum
se utiliza en unidén con la Tercera Ley de Newton. De
acuerdo a esta ley, la fuerza de contacto sobre un cuerpo
durante el choque o colision es igual y opuesta a aquella
sobre el otro, y por tanto el impulso recibido por un cuerpo
seréd igual y opuesto a aquel recibido por el otro. De esto se
desprende que el momentum lineal (cantidad de
movimiento lineal) recibida por un cuerpo sera igual a
aquella pérdida por el otro.

Consideremos el impacto o choque colineal de dos esferas
Ay B, como se muestra en la figura 3.45.

Para la masa A,
%)
[Far=0=M ,(u,—u,)
i

Pero la masa B,

Sumando estas dos ecuaciones,

0=M u2+MBv2—(MAu1+MBv1)
0 (M, u,+Myv,)=(M u,+Myv,) (3.36)

asi, la cantidad de movimiento lineal antes del choque es
igual a la cantidad de movimiento lineal después del
choque.

t
Figura 3.44

M, M,
v
u
8 l
Figura 3.45
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Figura 3.46

Cinética de la Particula en Movimiento Plano
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Este razonamiento se puede extender para incluir la
interaccion de cualquier nimero de cuerpos independientes
en colision y conducirnos al principio de la conservacion
de la cantidad de movimiento (momentum) lineal, que
establece que el momentum lineal de cualquier sistema de
cuerpos en colision permanece constante no importando
que tome lugar dentro del sistema, con tal de que el sistema
sea independiente y no haya fuerzas externas actuando.

Ejemplo demostrativo de impulso y momentum lineal,
temas 3.12 y 3,13.

Ejemplo demostrativo 9. Un furgén de ferrocarril 4 de
masa 20 toneladas viajando a 5 m/s en una via horizontal
choca con un furgon B estacionado, de masa 50 toneladas.
Los furgones se mueven acoplados después del choque o
colision. Encontrar su velocidad comun y si el impacto es
de 0.05 segundos de desviacion, determinar la fuerza que
acta durante la colision.

Solucion: El movimiento es en una misma linea recta, por
tanto una direccion positiva del momentum puede
asignarse, siendo como se muestra en la figura 3.46.

Por el principio de conservacion del momentum, si v es la
velocidad comin después del choque. La cantidad de
movimiento lineal total final = a la cantidad de movimiento
lineal total inicial.

(M +Mylv=M, v, +0
donde:
_ My,
M, +M,

con M, =20x10°kg, My =50x10’kg, v, =5"",

20x10° x5 !
y="2000 BT [ 43m «—
7x10° A
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Impulso de 4 en B = Cambio en cantidad de movimiento
lineal de B
= Cantidad de movimiento lineal
final de B — cantidad de
movimiento lineal inicial de B

Pt=Mgzv—-0
M v
t
con M, =50x10°kg, v=143"/, t=0.05s,

P 50x10° % 1.43
0.05

. P=

=1430%x10°N

7

= [430kN —

Por lo que la velocidad final es 1.43m/s y la fuerza que
actia durante la colision es 1430kN.

3.14. Impacto Directo

Los principios del impulso y la cantidad de movimiento
fueron introducidos en las secciones 3.12 y 3.13 para
particulas y para cuerpos que podian ser considerados
como particulas en situaciones donde sus deformaciones y
rotaciones podian ignorarse, sin embargo, este tema se
amplia para poder manejar problemas con cuerpos
deformables, en los cuales puede suponerse que la
interaccion se lleva a cabo sin rotaciones.

Los movimientos relativos de los cuerpos en el instante del
impacto, se describen con referencia a la linea que es
perpendicular al plano de las superficies en contacto de los
cuerpos- Esta linea es llamada linea de impacto y se
muestra en la figura 3.47. El movimiento relativo produce
un impacto o colision central cuando los centros de masa
de los dos cuerpos estan sobre la linea de impacto durante
la colision. Si los centros de masas de los dos cuerpos no
estan sobre la linea de impacto, se dice que este
movimiento relativo produce un impacto excéntrico. En
este tema se analiza inicamente el impacto central, el cual

|. Plano de contacto de
las superficies

Linea de
l impacto

(a) Impacto central directo

/n | Plano de contacto de
| las superficies
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(b) Impacto central oblicuo

Figura 3.47
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b @ Linea de

impacto

(a) Antes del impacto (aproximacién )

(b) Deformacién aumentando
durante el contacto

(c) Deformacién disminuyendo
o restitucién durante el contacto

VA, < VB,

-8

(d) Después del impacto (los cuerpos se
separan; v puede ser hacia la izquierda)

Figura 3.48
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puede ocurrir de dos maneras como se muestra en la figura
3.47.

El impacto central directo es el caso simple en que dos
masas sufren un impacto colineal, figura 3.47(a) lo tnico
que interesa es el rebote de los dos cuerpos, ya que las
deformaciones de estos lo afectan. Debe recordarse que
todos los cuerpos se deforman durante un impacto puesto
que todas las fuerzas causan deformaciones. Cada
deformacion tiene dos componentes, una elastica o
deformacién recuperable, y una plastica o deformacién
permanente. Generalmente ambas ocurren,
simultaneamente pudiendo ser iguales.

La deformacion plastica disipa energia principalmente en
forma de calor. Esta perdida de energia es la que reduce las
velocidades del rebote.

En el impacto de dos cuerpos, sus respectivas
deformaciones pueden ser bastante diferentes, tanto en la
magnitud total de la deformacidon de cada cuerpo como en
las proporciones de las deformaciones plasticas y elasticas.

El tratamiento unificado de los problemas de impacto se
basa en los principios del impulso-cantidad de movimiento.
Supdngase que los cuerpos en colision son esferas con
masas, caracteristicas de deformacion y velocidades
diferentes. Es importante considerar cuatro instantes
sucesivos en el evento de impacto como se muestra en la
figura 3.48(a) antes del impacto los cuerpos se mueven en
una trayectoria a la colision. Sus velocidades pueden estar
en la misma direccion, o en direcciones opuestas. Las
cantidades de movimiento (momentum) en esta situacion es
la informacion inicial para el anélisis.

Figura 3.48(b) se realiza el contacto y ambos cuerpos se
deforman. Sus velocidades cambian rapidamente, pero son
algo similares ya que los dos cuerpos se mueven juntos por
instantes. Cuando se alcanza la maxima deformacion,

’ !

v,=Vyz =V, donde la velocidad comun v¢ se alcanza al
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final de esta fase.

Figura 3.48(c) los cuerpos estan todavia en contacto pero
estan ya rebotando. En el inicio de esta fase las particulas

aun tienen la velocidad comin v, =v,; =v.. A través de

esta fase la deformacion esta disminuyendo, lo cual se
conoce como restitucion.

Figura 3.48(d) si existe separacion, los cuerpos se mueven
con nuevas velocidades, las velocidades finales v .. y vy,

dependen de las cantidades de movimiento iniciales y de la
energia perdida durante el impacto, la velocidad final v,

puede ser positiva 0 negativa aun si v4 y vg hubieran sido
positivas.

Supdngase que no existen otras fuerzas actuando sobre los
dos cuerpos aparte de la fuerza mutua entre ellos. En este
caso la cantidad de movimiento total de los dos cuerpos se
conserva, y utilizando la ecuacion (3.36), referida en la
direccion de la linea de impacto, se obtiene la siguiente
ecuacion escalar.

MV, +mpVp =m,v, +mpVp, (3.37)

Esta ecuacion (3.37) contiene dos incognitas v . y vp,.

Es evidentemente necesaria una relacion adicional para
poder determinar las velocidades finales. En esta relacion
debe reflejarse la capacidad de los cuerpos en contacto
para recuperarse del choque y puede expresarse mediante
el cociente e del impulso durante el tiempo de restauracion
y el impulso durante el tiempo de deformacion. Este
cociente recibe el nombre de coeficiente de restitucion. Si
representamos por F y Fp, respectivamente, los modulos
de las fuerzas de contacto durante los periodos de
restauracion y deformacion (Figura 3.49), la definicion de
e combinada con el principio de la cantidad de movimiento
lineal nos dara para la masa del cuerpo A.

v
1
o il o

A

(a) La deformacién aumenta durante el
contacto desde el tiempo O hasta ¢;
la velocidad de A cambiade v4 a v,;

V4 ~ vg.

/ 0
—_— Sv———
@“ L FR

(b) La deformacién disminuye (restitucion)
durante el contacto desde el tiempo
ty hasta t5; la velocidad de 4
cambia de v, a VAg Vi = Vg

Figura 3.49
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Fydt
_;[ _mA[ VAf_(_VC)]_Vc Var (@)
TFd A[_ C ( VA)] Vg~ Ve

Analogamente para la masa del cuerpo B tendremos:

%)
_;';FRdt_mB[_va _ ] S b
I <v3f)1 ®
[ Fpat
0

La velocidad comin v, durante la maxima deformacion
puede eliminarse de las dos expresiones para e, ndtese que
un cociente no se altera si un cociente igual se le suma
directamente al numerador y al denominador [por ejemplo,
a/b = (a+a)/(b+b)]. Por lo tanto, las ecuaciones (a) y (b)
de los cocientes igual a e, se obtiene:

e= - (3.382)

Es decir con palabras:

[velocidad relativa de separacién]

= - (3.38b)
[velocidad relativa de aproximacion]

Gran atencion debe aplicarse cuando se utiliza este
coeficiente pues su valor depende de la geometria de los
cuerpos en colision como también en las propiedades de
sus materiales.

El coeficiente de restitucidon se aproxima a la unidad
cuando los cuerpos son elasticos perfectos y es nulo
cuando los cuerpos son ineldsticos y permanecen juntos
después del impacto. El choque se denomina impacto
plastico cuando la velocidad relativa final es nula. La
energia cinética del sistema se conserva durante el choque
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cuando el coeficiente de restitucidon es la unidad, pero el
coeficiente siempre es menor que uno (1) porque alguna
parte de la energia se utiliza en la generacion de sonido,
vibraciones en los cuerpos, deformaciones permanentes y
en otras formas posibles. En consecuencia, los limites para
el valor de e correspondiente a cualquier par de cuerpos
son cero y la unidad. Asi:

0<e(l enlapractica

Los conceptos del impacto central directo pueden ser
facilmente extendidos al caso en que las velocidades
inicial y final no son colineales. Este caso se conoce como
impacto oblicuo, Figura 3.50, donde un sistema de
coordenadas se coloca por conveniencia en el lugar del
impacto. La informacion inicial normalmente disponible
consta de las masas m, y mgp, y de sus velocidades iniciales
v4 'y vs. Las velocidades finales v,y vg, son desconocidas
en magnitud y direccion, de tal manera que se requieren
cuatro ecuaciones independientes para determinar los dos
componentes de cada velocidad.

El problema de un impacto central oblicuo se resuelve
utilizando la superposicion de dos movimientos, si durante
el contacto no existe fuerza de rozamiento mutua entre los
cuerpos. Los dos movimientos distintos son los que estan
sobre los cuerpos moviéndose sobre lineas paralelas sin
ninguna posibilidad de colision. EI movimiento en la
direccion del eje y es equivalente a un movimiento central
directo, el cual fue ya analizado con este planteamiento se
obtienen los siguientes cuatro ecuaciones:

1. Considérese tinicamente la masa A (Figura 3.50b); de la
ecuacion 3.35 se obtiene:

mA(vA)x +Idet=mA(vAf)x

Ya que no se tiene rozamiento, F,=0, y la componente
en x de la cantidad de movimiento del cuerpo A se
conserva, es decir:

i), =Wy ) (3.39)
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de la figura 3.50(a), v, cosa=v,, cosa,

2. Similarmente, la componente en x de la cantidad de
movimiento del cuerpo B se conserva, esto es:

| Frde (vs), = gy ). (3.40)

de la figura 3.50(a), v cos B =V cos B,

Fydt = 0
V_‘i & o 3. La cantidad de movimiento total de los cuerpos en la
o direccion y se conserva como en el impacto central
directo, esto es:
VA

g m (v, )y +m (v )y =m, (vAf )y +mpg (VBf )y (3.41)

de la figura 3.50(a):
»)

Figura 3.50(b) m v send —mpvgsenff=m v, send  +mgvy.senf3,

4. El coeficiente de restitucion es aplicable al
movimiento en la direccion del eje y, como en el
impacto central directo. De la ecuacidon (3.38b) se
obtiene que:

_ [ velocidad relativa de separacion

. ; R (3.42)
velocidad relativa de aproximacion ), . .
ireccion 'y

de la figura 3.50(a):

”e vgesenf, +v  send,

v, send +vysenf

Las 4 ecuaciones de 3.39 a 3.42 pueden utilizarse para
resolver problemas de impacto oblicuo donde se considere
que no existe rozamiento durante la colision; obsérvese que
las ecuaciones estan basadas en la figura 3.50 y que son
unicamente para ese caso.
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Ejemplo demostrativo de impacto central directo (tema
3.14) Ejemplo demostrativo 3.10. En el instante de chocar
dos discos para jockey de 100g cada uno se mueven sobre
hielo liso, como se indica en la vista superior representada
en la figura 3.51(a). Las velocidades de 4 y B antes del
impacto son 12m/s y 15m/s en las direcciones indicadas en
la figura. El coeficiente de restitucion de los cuerpos es
0.56. Calcule la velocidad de cada disco después del
choque.

Solucion: La linea del impacto coincide con la direccion x
y es equivalente a un choque central directo en esta
direccion, cambiando Unicamente los componentes x de las
velocidades de los discos. El principio de conservacion de
la cantidad de movimiento lineal en esta direccion se
expresa como:

m, (v )+my(vp)=m, (VAxf ) +mp (VBxf )

Sustituyendo valores: (a)

0.100 f (12)+0.100(- 15) = 0.100(v .., )+ 0.100(v ., )

y de la ecuacion (3.37a) utilizando los componentes de las
velocidades en la direccion de la linea de impacto en este
caso la ecuaciodn es para e en impacto oblicuo.

(VAx )_ (VBx )
e=06=- 12(0.8f66) _ (—f 15) (b)

Resolviendo las ecuaciones simultaneas (a) y (b) se
obtiene:

Vy =—94Im/s, vy =4.8Im/s

El diagrama de cuerpo libre del disco 4 definido en la
figura 3.51(b) muestra que el impulso en la direccion y es
nulo; en consecuencia se conserva la componente y de la
cantidad de movimiento del disco A4, esto implica que la
componente y de la velocidad 4 no cambia. Un andlisis
semejante prueba que la componente y de la velocidad de
B no cambia durante el choque. La velocidad final de 4 es:

Figuré 3.51
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vy ==9.418+0.50°)jim)
Y =11.16%con un angulo £32.5° -

Y la velocidad final de B es:

vy =481L, vy =481 <

3.15. Cantidad de Movimiento Angular

La cantidad de movimiento (momentum) lineal G de una
particula teniendo una masa m y una velocidad v es
G=mv.

El vector G esta localizado en la particula, como se
muestra en la figura 3.52. Considerese que el punto fijo O
es el origen del sistema de referencia inicial Oxyz.

La cantidad de movimiento angular de la particula
calculada con respecto al punto O es el momento de la
cantidad de movimiento lineal calculado con respecto al
punto fijo O. La cantidad de movimiento angular, Ho, se
expresa como:

H,=rxmv (3.43)

donde r es el vector que define la posicion de la particula
con respecto a O. El vector correspondiente a la cantidad
de movimiento angular Hy, es perpendicular al plano
definido por el vector de posicion r, y el vector de
velocidad v como se muestra en la figura 3.52.

Derivando la ecuacion 3.43 con respecto al tiempo se
obtiene el cambio por unidad de tiempo de la cantidad de
movimiento angular, esto es:

H,=rXmv+rxmpy
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(6]
H,=vXmv+rxma

El primer término del lado derecho de la igualdad es cero
(vxmv =0), y el 2do. Termino es lo mismo como rxF,

donde F es la fuerza resultante que actua sobre la
particula. Por lo que el indice de variacion con respecto al
tiempo de la cantidad de movimiento angular puede
expresarse como:

H,=M, (3.44)

donde M, es el momento con respecto a 0 de la fuerza
resultante que acttia sobre la particula. La ecuacion (3.44)
es una ecuacion vectorial que puede descomponerse en las
ecuaciones escalares siguientes:

Hx=Mx, Hy =My, Hz =Mz (3.44a)

donde Hx, Hy, Hz y Mx, My, Mz son las cantidades de
movimiento angular y los momentos de la fuerza
resultante, respectivamente, calculados con respecto a los
ejes fijos x, y, z.

Las ecuaciones (3.44) y (3.44a) son la forma matematica
del principio de la cantidad de movimiento angular
aplicado a particulas, este principio postula que el indice
de variacion con respecto al tiempo de la cantidad de
movimiento angular de una particula referida a un punto
fijo O (o al eje fijo) es igual al momento con respecto al
punto O (o al eje fijo) de la fuerza resultante actuando
sobre la particula.

La ecuacion (3.44) es integrable cuando M, puede
expresarse como una funcion del tiempo en un sistema de
referencia inercial; integrandola desde el tiempo inicial ¢
hasta el tiempo final # se obtiene:

ty
AH,=(H,), - (H,), = [M, dt (3.45)

l
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Ly
donde _[M o dt es el impulso angular (Con respecto a O)
l
de la fuerza resultante que actia sobre la particula. La
ecuacion (3.45) es la expresion matematica del principio
del impulso angular y la cantidad de movimiento angular
aplicado a una particula, el principio establece que
durante el intervalo de tiempo comprendido entre t; y t; la
variacion en la cantidad de movimiento angular respecto a
cualquier punto fijo O es igual al impulso angular respecto
al punto O actuando sobre la particula. La ecuacion (3.45)
puede resolverse en tres ecuaciones escalares igual a lo

ocurrido a la ecuacion (3.44).

3.16. Conservacion de la Cantidad de Movimiento
Angular

Si My, es nulo, la ecuacion (3.44) se convierte:
H,=0

H,, debe ser constante durante el intervalo en el cual M, es
nulo, luego

El principio de conservacion de la cantidad de movimiento
angular de una particula establece que si el momento
respecto a un punto fijo O de la fuerza resultante actuando
sobre una particula es cero, la cantidad de movimiento
angular de la particula se conserva.

La ecuacion (3.44) es una ecuacidon vectorial y no obstante
que el momento total M, puede no ser igual a cero,
frecuentemente ocurre que una componente de M, respecto
a un eje que pase por O sea igual a cero. En este caso la
cantidad de movimiento angular total Hy no se conserva,
pero la componente de H, en la direccion de Ila
componente del momento nulo si lo hace.
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Ejemplo demostrativo del principio de cantidad de
movimiento angular y su conservacion.

Ejemplo demostrativo 3.11. La masa m en la figura 3.53
puede deslizarse a lo largo del brazo OA, la cual esta sujeta
a una flecha rotando libremente respecto al eje z a una
rapidez angular @, cuando R=R,. La masa esta restringida
por una cuerda o cable que va sobre un pasador liso en 0y
baja a través de la flecha a un punto donde la fuerza f es
aplicada. Si el cable es jalado hasta R=R,(R,, R, =4R,,

(Cudl sera el valor @ (w) en la nueva posicion?
Despreciar la masa del brazo y flecha y el rozamiento en
los rodamientos que soporten la flecha. (rapidez angular

w=2>)
Solucion: Para R establecido
v=wReé,
H, =rxmv=amR’ k

donde é, es un vector unitario en la direccion del

incremento del angulo @, tangente a la trayectoria circular
del radio R. Cuando el cable es jalado las fuerzas actuan
solamente sobre el sistema (consistente de la masa m,
brazo y flecha) son las fuerzas f y las reacciones en los
rodamientos, los cuales no tienen componente del
momento respecto al eje z de la flecha, por lo que de
acuerdo al principio de impulso-cantidad de movimiento
angular ecuacion (3.44)

Hy=M,
como M, =0=H=M,=0
y de acuerdo a la ecuacion (3.45)
AHy=(H,), —(Hy), =0
(Ho), =(Hy),

@,mR; = w,mR;

Figura 3.53
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R} r
o, =, R—’2 =16, —

2

3.17. Ejemplos de Discusion y Ejercicios de Trabajo

Los ejemplos de discusion y ejercicios de trabajo de
aplicacion de los principios del impulso y cantidad de
movimiento (lineal y angular) que requieren para su
solucion métodos relativos a la conservacion tanto de la
cantidad de movimiento lineal o angular como de la
conservacion de la energia cinética se contemplan en la
seccion o tema 3.19. En esta seccion se contemplan
ejemplos y ejercicios donde unicamente se tengan fuerzas
impulsivas.

Ejemplos de discusion

Ejemplo 3.11.  Una particula de masa 45kg moviéndose
a rapidez de 1.5m/s en la direccidon positiva del eje x. Una

fuerza (Qi —13.5 j)N se aplica a ésta por dos segundos.
(Cuadl es su velocidad al final del intervalo de 2s?

Solucion: El impulso lineal de la fuerza es:

J =90~ 13.5 j)dt = 181 27 j(Ns)
La cantidad de movimiento lineal inicial es:
(mv),| _, =45)1.5)=067.51(Ns)
La variacion de cantidad de movimiento lineal es:

(mv,) _, —(mv,)  =45v,| ,—67.5[
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Por el principio de impulso lineal-momentum,
J=181-27j=Amv=45v,| ,—67.51,

18+67.5~ 27 A - 4
vl = I—E]:(].9l—0.61)%

r

vz\_ =199=2"/ /168 “—
t=2 S

Ejemplo 3.12.  En 3 segundos una particula de masa
7.5kg cambia su velocidad de:

- 1007 + 1505~ 5012Km% | a [50j+ 25121"“% |
(Qué fuerza promedio produciré este cambio?

Solucion: El cambio en el momentum lineal es:

Almv)=7.500,—v,) =75 50 j+ 25%)- 1007+ 150 j- 50
=7.5(100i- 200 j+ 75 )10~ (s)
El impulso total en 3 segundos se igualara a este cambio

de momentum lineal. Definiéndose la fuerza promedio
como:

I _
J— F(t)dt:'](tz tl);

prom.
=1 4 =1
Por consiguiente

F,,. = ; .5(1007 - 2003 +758)107 v

prom.

=2.5(0.1007 = 0.2007 +0.075F )N
=(0.2507 -0.500 7 +0.1875K)
F, . =0.589N ~0.6N

prom.

Ejemplo 3.13.  El coeficiente de rozamiento entre el
cuerpo 4 de 100kg representado en la figura 3.54(a) y el
plano horizontal es 0.40. La masa del cuerpo B es 30kg. La
magnitud de la fuerza variable P, es dada por la ecuacion
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P, =15t", donde P, esta en Newtons y t esta en segundos.

Cuando ¢ = 0 la velocidad de 4 es 2.0 m/s hacia la derecha.
Determine la velocidad de 4 cuando 7 = 3s.

Solucion: Los dcl de A y B son mostrados en las figuras
3.54(b) y (c). Las magnitudes de las velocidades de 4 y B

son las mismas, y sus velocidades finales son v, =v, i

Y Vg =V, J. Se tienen tres cantidades desconocidas, N, T

y V} y se cuenta con dos ecuaciones de las componentes
del impulso lineal y del momentum lineal para el cuerpo A
y otra ecuacion escalar correspondiente al cuerpo B. Para el
cuerpo A la ecuacidn escalar en la direccion y es:

Jy =my (vAyf - vAyi)

Es decir:
5
[(N = 100g)d: = 100(0-0)= N = 981(N)
0

Para el cuerpo A4 la ecuacion escalar en la direccion de x es:
']x =my (vAxf Vi )’
[(z50% +T — )t = 100(v, ~ 2.0,
5
56}y + [1de - 0.4(981)F = 100(y, - 2.0),
0
quedando:
[7de - 1.337=100(v, - 2.0) (a)

La ecuacion del impulso y cantidad de movimiento lineal
para el cuerpo B es:

‘]y :mB(VBf _VBi)

[(30g = T)de = 30(v,, - 2.0)
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La cual se reduce a:
1.472 = [Tdr =30(v, - 2.0) (b)

Resolviendo las ecuaciones simultaneas (a) y (b) se tiene:

7

v, =3.038M", v, =3.0381 -

La tension T es variable, y esta solucion no proporciona un
valor especifico de 7.

Ejemplo 3.14.  Una masa puntual de 0.5 kg lleva una
velocidad v = 10 m/s dirigida segln el eje x en el instante ¢
= 0. Sobre esta particula se ejercen las fuerzas F, y F),
cuyas intensidades varian en el tiempo segin se indica en
la grafica adjunta. Determinar la velocidad final v de la
particula al cabo de 3 segundos.

Solucion : Al aplicar el principio de impulso y cantidad de
movimiento lineal en forma de componentes (ecuaciones

escalares). Se obtiene para las direcciones x, y
respectivamente la figura 3.55.

[ > Fde=mav, | -[4(1)+ 26~ D]=0.5(,, - 10)
SV = —6%

[ Fvdi=mav, | [1(2)+26-2)]=0.5(v, -0)

Y, =8%
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En la figura 3.56 se representa la velocidad para ¢ = 3s
junto con sus componentes, incluyendo la trayectoria de la
masa puntual durante los tres primeros segundos.

Ejemplo 3.15. La figura 3.57(a) muestra una bala de
50g, que se desplaza a 600 m/s para chocar centralmente
con el bloque de 4 kg y se incrusta en €l. Si el bloque se
deslizaba, sobre un plano horizontal liso, con una rapidez
de 12m/s, en la direccion que se indica justo antes del
impacto, determinar la velocidad v del bloque y la bala
inmediatamente después del impacto.

Solucion: Como la fuerza del impacto es interna al sistema
compuesto por el bloque y la bala, y no hay fuerzas
exteriores que actien sobre el sistema en el plano del
movimiento, se deduce que la cantidad de movimiento del
sistema se conserva en las direcciones x-y. Por lo tanto,

[ZG=0]:> G, =G,; mv,+m,v,=(m,+m,)v

m,0.050kg, v, = 600i(% )
m, =4kg, v,=12cos30°I+ 125c0s30°

donde segun datos

Por lo que sustituyendo valores en la ecuacion vectorial de
conservacion de la cantidad de movimiento exterior,

0.050(600) j+ 4(12)(cos30°F )+ sen30° j = (4 + 0.050)v

v=10.261‘+13.33j'% —

La rapidez final y su direccion son:

b= (07 2 v=J0.26) + (13.33F =16.83M

_ § )
1gf=-"1 0=t 13331 _ 5540 —

i v, 10.26

Ejemplo 3.16. La particula esférica 1 lleva una

velocidad de v, =6 % en la direccion indicada y choca
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con la particula esférica 2, de igual masa y diametro, que

se haya inicialmente en reposo. Si en estas condiciones el

coeficiente de restitucion e es 0.6, determinar la velocidad 2 )
de cada esfera inmediatamente después del choque, (ver

figura 3.58(a)).

¥i
Solucion: Durante el contacto la geometria indica que la I
normal n a las superficies en contacto forma un angulo ”
6 =30° con la direccidon de v;, tal como se indica en la
figura 3.58(b). Asi, las componentes iniciales de las m
velocidades seran: (v, Jn=v, cos 30° =6 cos 30"° = ;

5.1967% (v,), =v,sen30° = 67% sem30°=3" "y
(Vz )77 = (Vz )t =0

La conservacion de la cantidad de movimiento lineal del
sistema de dos particulas en la direccion 77, nos da:

m, (v, ),7 +m;, (v, )77 =m, (VJ )77 +m, (Vz )n
O sea como m; = m,

5196 +0=Jp+ 0 (a)

La expresion del coeficiente de restitucion es:

G R Ny e )}

), =), 5196-0

Figura 3.58

(b)

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por (a) y
(b) resulta:

(v,), =1.039m ; (vs), = 4.16m/

Con la suposicion de que las superficies son lisas, no hay
fuerzas en la direccion ¢, por lo que, en esa direccion se
conservan las cantidades de movimiento de particulas. Por
lo que para las particulas 1 y 2 se tiene:
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m](v])tzm](v;)t; (V;)t=(v])t=3%
", (VZ )t =m; (VZ )t , (Vz )t = ("2 )t =0

Las velocidades finales inmediatamente después del
choque son:

v, =1.039¢, + 3¢, (7% ) <
v, = |(1.039) +32]=3.177%
v, :4.]6é,7(%); vy =4.16M

En el angulo@ que v, forma con la direccion ¢ es:

e (1 (G5 R
Vi)

Ejemplo 3.17.  El pequenio bloque de 2kg se desliza por
una superficie horizontal lisa bajo las acciones de la fuerza
del resorte y una fuerza F, figura 3.59(a). La cantidad de
movimiento angular (momentum angular)del bloque
respecto a 0 varia con el tiempo tal como se muestra en la
grafica de la figura 3.59(b) . Para ¢t = 6.55, se sabe que r =
15 cm y f=60°. Hallar F en ese instante.

T~

T~

Solucion :  El unico momento de las fuerzas respecto a O
es el debido a F ya que la fuerza del resorte pasa por O.

Asi, ZMO =rFsenf. Segin la grifica de la figura

3.54(b), la variacion de H, por unidad de tiempo para
=6.5s es muy aproximadamente (8-4)/(7-6), o sea

H, =4kgm72 = 4N - m
S
Por lo tanto de acuerdo a la ecuacion (3.43)

[H,=M,]; F(0.150)sen60°=4= F =30.8N
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Ejemplo 3.18. La masa de un péndulo simple es m
estando soportada por una cuerda de longitud L, el péndulo
oscila contenido en un plano vertical. Utilice el principio
de la cantidad de movimiento angular para definir la
ecuacion diferencial que describe el movimiento.

Solucion: El dcl de la masa oscilando en el plano xz se
muestra en la figura 3.60. El momento de la fuerza de
tension con respecto a O es cero; por tanto, el momento
resultante con respecto al punto O de todas las fuerzas
respecto a O es el momento del peso, esto es:

M, =—mgL senf j

La magnitud de la cantidad de movimiento lineal de la

masa del péndulo es mL@, la cantidad de movimiento
angular es el momento de la cantidad de movimiento
lineal; entonces:

H, = L(mL éj ;

Cuando H,, se deriva con respecto al tiempo, el principio
de cantidad de movimiento angular nos da:

ml’ 0 j =—mgLsen@ j

7

é+gsen9=0 «—
L

Ejemplo 3.19.  Para un cuerpo que rota respecto a un eje
fijo z que pasa por O, perpendicular al plano x-y,
demostrar que la suma de los impulsos angulares de las
fuerzas externas respecto al eje fijo es igual a la variacion
de I, w,donde I,® es el momento angular H, de todo el

cuerpo.

Solucion : De la figura 3.61 vemos que el momento del
momentum o sea la cantidad de movimiento angular
respecto al eje z de una particula i del cuerpo la cual se
mueve en una trayectoria circular,

Figura 3.60

Figura 3.61
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de radio R;, respecto al eje z es:
S H, =R,(m,aR,)

Para un cuerpo rigido rotando respecto al eje z con
velocidad angular @, el momento total del momentum
(cantidad del movimiento angular total) es:

H,= ZRi (mini)
= a)z ml.Rl.Z

ya que Zmin es Ip, el momento de inercia del cuerpo

respecto al eje z pasando por O, el momento del momentum
total es:

Ho=1)0

De la ecuacion (3.43) para un cuerpo rigido en general.

. dH, d(I, o),
M =H =""—"0o="o2Jf
LM, =H, dt dt

Como los momentos de las fuerzas y @ estan en la

direccion de k, la ecuacion anterior puede escribirse en
forma escalar.

dH, d(I o)
M — o] — o]
2M, dt dt

Cuando se integra esta expresion se tiene:

(S M, di)=AH, =1, (0, - ®,) (3.4

~ — N

Donde @ y @ son las celeridades angulares inicial y final

2
y I(Z M, dt) = Z (impulsos angulares)o
]

Ejemplo 3.20.  En la figura 3.62, la rueda de 75kg tiene
un radio de giro respecto a G de 900mm e inicialmente
rueda en sentido antihorario a 10rad/s ;Cuanto tiempo le
tomara hasta que este rotando a 6rad/s en sentido horario?
La masa dela poleaes despreciabley ésta gira sobre



Principios de Mecanica para Ingenieria

rodamientos sin rozamiento.

Solucion: En el diagrama de cuerpo libre (dcl), la fuerza de
rozamiento se supone actuando hacia la izquierda. Por las
relaciones cinematicas la velocidad inicial de G es de
acuerdo a los datos y al sistema de coordenadas elegido:

VG, =0, kxr, j= 10(1.2)(— f)z —IZIA(%), es decir, hacia
la izquierda y su velocidad final es:
Ve, =, kX1 f= 01 v, =(6)1.2)f =7.21 '%

hacia la derecha.

Para hallar las velocidades del bloque de 30kg de masa, se

determina la velocidad inicial y final del punto B de la

rueda: vg =v17 +v. Por tanto la velocidad inicial de B
G

esivy, =w, bxrg, j-121 v, =—100.8)I~ 120 =~201(m)
y la velocidad lineal de B:

vy, =—@, kxrg j+7.20=+6(0.8)[+7.21 = vy, =121"/  para
el bloque vy = 200 y v 5, =1 2 de acuerdo al sistema de

coordenadas x, y, z.

Por consiguiente de acuerdo a las relaciones entre impulsos
y cantidad de movimiento lineal y angular en sus
ecuaciones escalares.

ty=t

Z ([mp)x =A4G,, o sea, Zj R dt= M(vaZ - vaI)
t,=0

Z([mp Ang)G =AH ;, osea,

=0

IIZMGdt —AH . =1_(0, - »,)

t1:0

tH,=t
Z([mp)y = AGy, osea,szydt =M(VBZ —vy, )

t1:0

Sustituyendo los valores conocidos, se tiene:
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IT tRxdz =AG, = (T f)=75[7.2-(-12)] (1)

t1:0

tTI(ZMGdt)= aH g = ~(0.8T +1.2T) = 75(0.9) [-6 - 10] ()

£,=0
Debido a que Io=MK’= 75(0.9)* — ecuacién (3.30) y para el
bloque de 30kg de masa:

tr=t
[R,dt=4G, = (T-9.81|x30)=30(-12-20)  (3)

[120

Simplificando las ecuaciones (1), (2) y (3)

Tt-Ft = 1440 (Ns) (1)
-0.8Tt-1.2Ft = -972 (Ns) 2°)
_ Tt-294.3 t = -960 (Ns) (3")

multiplicado por (— ]]2] ambos miembros de la ecuacion

(2°) y por (-1) con los miembros de la ecuacién (3°) se
tiene:

Tt-Ft = 1440 (Ns) (1)
j Tt+Ft =810 (Ns) (27)
-Tt+294.3 t = 960 (Ns) (37)

sumando (1°”) y (2”°) y despejando 7t y después sustituir
este valor en (3””) nos da:

i Tt = 2250 = Tt = 1350(Ns)

de (3)

g = 20041350 _ ;¢ 10¢ 785 <
294.3
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Ejercicios de Trabajo

3.27. Un bloque de 1.5kg se pone en movimiento sobre
un plano horizontal liso bajo la accion de una
fuerza horizontal F que varia de acuerdo con la

expresion F =3t—5¢>. Hallar la velocidad
maxima.

3.28. Partiendo del reposo, un bloque de 10kg desciende
por un plano inclinado 30° con la horizontal.
Suponiendo un coeficiente de rozamiento cinético
de 0.3 entre el bloque y el plano. ;Cudl es la
rapidez del bloque al cabo de 5s?

3.29. El cuerpo A de 120kg, Figura 3.63, se conecta al
cuerpo B de 40kg mediante un alambre flexible.
Los coeficientes de rozamiento son 0.20 entre 4 'y =~ v B
el plano y 0.25 entre B y el plano. Calcule la 77777 7,
velocidad del cuerpo 4, 3s después de iniciado el Figura 3.63
movimiento a partir del reposo.

3.30. Un proyectil es disparado por un cafion a 600 m/s
con un angulo de 30° respecto a la horizontal. Si la
masa del proyectil es 10kg y la velocidad de
retroceso (velocidad reculada) del cafion es
limitada a 1.2 m/s, calcular la masa minima
requerida del cafion.

3.31. Un furgén 4 de ferrocarril de masa 30 toneladas
viajando a 36 km/hora en una via a nivel, colisiona
con otro furgdn B de masa 10 foneladas viajando a
18 km/hora en la misma via pero en direccion
opuesta.

Si el furgbn 4 se mueve en la misma direccion
inicial con una velocidad de 14.4 km/hora después

de la colision, encontrar la velocidad del furgon B. =
LIE Zsob---—
3 < ;
3.32. Las masas de los cuerpos 4 y B, figura 3.64, son 1 4 g 1/;\
4kg y 2kg respectivamente, los cuerpos estan o Hemredis

interconectados por una cuerda que pasa por Figura 3.64
poleas lisas en 4 y C. El coeficiente de rozamiento
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3.33.

3.34.

3.35.

entre B y el plano horizontal es 0.20. La magnitud

de la fuerza P varia como se indica en la grafica P-

t. Para t = 0 la velocidad de B es 10m/s a la

derecha.

a). ¢La velocidad del cuerpo B alcanza un valor
de cero durante el intervalo 0{¢{(4s ?

b). determine la velocidad de B cuando ¢ = 4s.

sugerencia: para el inciso (a), la velocidad minima

se alcanza para a = 0 y con el uso de la grafica P-¢

se puede determinar al tiempo en que se alcanza.

Dos cuerpos que se mueven sobre un plano

horizontal chocan, el impacto es central directo.

Antes del impacto, la velocidad del cuerpo A de

40kg es 20m/s dirigida hacia la derecha y la

velocidad del cuerpo B de 20kg es 10 m/s hacia la

izquierda. El coeficiente de restitucion es 0.6

Calcule:

a). La velocidad de cada cuerpo después del
impacto.

b). El valor promedio con respecto al tiempo de la
fuerza que el cuerpo A4 ejerce sobre el cuerpo
B; si el tiempo de contacto durante el impacto
es 0.05s.

Las masas de los discos 4 y B en la figura 3.65 son
de 15kg y 10kg respectivamente. Los discos se
deslizan en un plano horizontal liso. Justamente
antes de la colision central oblicua, las velocidades
de A y B son de 780 y 400 mm/s, como se muestra,
las superficies de contacto son lisas y el coeficiente
de restitucion es 0.4. Determine la velocidad de 4
después del impacto.

Una bola rebota sobre un plano inclinado liso,
figura 3.66 la velocidad de la bola antes de chocar
con el plano inclinado es de 20m/s hacia abajo, el
coeficiente de restitucion es 0.8. Calcule la
velocidad de la bola inmediatamente después del
impacto.
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3.36.

3.37.

3.38.

3.39.

3.40.

Calcule con respecto al origen O de un sistema de
coordenadas fijo la cantidad de movimiento
angular de una particula de 0.50kg cuando pasa

por el punto (4 I+10j-1 OE)m y su velocidad es
(27-6j+ 1012)7%

El péndulo de la figura 3.67 se compone de la
masa m y la wvarilla delgada L de masa
despreciable. Comprobar que la ecuacion
diferencial de su movimiento es

é +(%jsen6’=0.

Las masas de las particulas 4 y B figura 3.68 son

3m y 1m, respectivamente. Las particulas estdn

unidas por una barra rigida cuya masa puede

despreciarse. El conjunto gira contenido en el

plano vertical xy alrededor de un eje horizontal

que pasa por el punto O.

(a). Calcule con respecto a O la cantidad de
movimiento angular de las particulas.

(b). Utilizando el principio de la cantidad de
movimiento angular obtenga la ecuacion
diferencial que describe el movimiento.

Determinar la masa B, figura 3.69, para que la
velocidad de la masa 4 de 50kg vari¢ de 4m/s a
8m/s en 6s. Asumir que el tambor de 800mm de
didmetro rota sin que haya rozamiento en los
rodamientos de la flecha que los soporta.

Un volante de inercia de masa 2000kg y radio de
giro 1200mm gira respecto a un centro fijo O
desde el “reposo” hasta una rapidez de 120 rpm en
200s. ;Cual es el momento M necesario?

3.41. Una cuerda de masa despreciable sostiene dos

masas de Skg y 7kg, figura 3.70, suspendidos de una
polea con masa 5kg, radio 600mm y radio de

Skg

Skg

Figura 3.69

r = 600 mm
k = 450 mm

o = centro

Tkg

Figura 3.70
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giro 450mm ;Cudnto tardan las velocidades de las masas
en variar de 3 a 6 m/s.

3.18. Trabajo, Potencia y Energia

La solucién de mx = F(x) es menos obvia que la solucion
de mx=F(t), cuando la fuerza es una funcién de la

posicion, no obstante algun avance es siempre posible; por
lo que también es posible integrar la ecuacion (3.16) con
respecto al desplazamiento con la consideracion de la
ecuacion (2.28) para la aceleracion tangencial.

F, =m(d" g t)zmv(dv ds) dada por sus componentes en un

sistema de coordenadas x,y,z, tenemos:

dv
v, , Fy=mv, —, Fz=mv, @,
d dz

Fx=mv,

Cada ecuacion puede ahora ser integrada, para dar:

I
Idex = Imvxdvx = vaﬁ + constante

1

IFydy = Imvydvy = 2mv§ + constante
1

IFZdZ = Imvzdvz = vazz + constante

sumando estas tres ecuaciones,

J.(dex Fdy + dez)z émvz + constante (3.46)

2

2 2
donde v* =v-v=v, +v]

+v; (3.47)

La integral en el lado izquierdo de la ecuacion (3.46) se
aprecia ser equivalente a J.F -ds oa I F-dr ya que:
[F-as=[F-ar=[\F,i+F, j+Fi)\a i+d, j+d. k)

= J(dex)+ F,dy+F,dz



Principios de Mecanica para Ingenieria

El término jF -ds es definido como el trabajo hecho por

la fuerza resultante F' cuando actia sobre una particula
moviéndose a lo largo de wuna trayectoria dada,
designandose por U. La definicion demuestra que
solamente la componente de la fuerza actuando a lo largo
de la trayectoria realiza trabajo sobre la particula; mientras

que el término IF -dr, se utiliza para definir el trabajo

hecho por la fuerza resultante F cuando actiia sobre un
sistema de particulas o cuerpo rigido; siendo; el elemento
diferencial de la variacion de los vectores de posicion del
centro de masa G del sistema de particulas o cuerpo rigido.
Por lo tanto:

1
IF ds = Emv2 + constante

2 D R
LF-ds-Emvz —Emvl (3.48)

.1 . e g
El término va2 se denomina Energia Cinética de la

Particula y se designa e.c; por consiguiente la ecuacion
3.48 representa el principio de Energia —Trabajo
mecanico para una particula y se puede leer como:

Trabajo hecho = variacion de energia cinética

Las dimensiones del trabajo son FL, asi en el sistema S/
las unidades son Nm=J (joules).

. . P s gy 22
Las dimensiones de la energia cinética son ML°T" y sus
unidades en el sistema S/ son:

kngZ =(kgm42)m =Nm=J, (Joule)

obsérvese que el trabajo y la energia cinética son
cantidades escalares.
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Trabajo de una fuerza y de un par de fuerzas

Trabajo de una fuerza. El trabajo es hecho cuando una
fuerza es aplicada a un cuerpo y desplaza el punto de
aplicacion en la direccion de la fuerza. Refiriéndose a la
figura 3.71 y de acuerdo a la integral del primer miembro
de la ecuacion (3.48)

JSZ P-ds = > Pdscos@ = PScos@ = Px (3.49)
;=0 ;=0
Trabajo hecho = magnitud de la fuerza x la distancia
recorrida en la direccion de la fuerza
= Px

Lo cual puede presentarse como:

Trabajo hecho = Pcos@-s, para dar una definicion
alterna.

Trabajo hecho = Componente de la fuerza en Ila
direcciéon del movimiento x distancia
recorrida.

Trabajo de un par de fuerzas. Considérese un cuerpo
rigido arbitrario con las fuerzas F y —F actuando sobre él,
en el plano x-y, como se indica en la figura 3.72. Por
conveniencia, se coloca el origen O de tal modo que la
recta AB coincida con el eje x y el eje y pase por el punto
medio de la distancia 4B. Para cualquier movimiento de
translacion del cuerpo, el trabajo neto de las fuerza F y —F
es, por deduccidon, cero. Sin embargo, en un
desplazamiento angular d@, el trabajo del par de fuerzas es
positivo por consiguiente el trabajo infinitesimal dU puede
expresarse como:

dU =dU , +dU, =—F(~rd8)+ F(r d6)
=F(2r)d6 = dU = Cdé

Donde C es la magnitud del momento del par de fuerzas.
El trabajo U;, del par (momento del par de fuerzas)
durante una rotacion finita del cuerpo es la integral de esta
ultima expresion, es decir:
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U,,=[cde (3.50)

Esta ecuacion 3.50 esta limitada al caso comun donde el
vector momento C es perpendicular al plano del
movimiento.

Las ecuaciones anteriores (3.49) y (3.50) para el trabajo de
una fuerza o del momento de un par de fuerzas (par) son
utiles para resolver muchos problemas. Existen varios
casos especiales como son:

Trabajo de una fuerza constante: El trabajo U, de la
fuerza F constante al mover el cuerpo desde la posicion S
hasta la posicion S, puede expresarse de acuerdo a la
ecuacion.

2
U, =[F-dr como U,_, = F(cos6)(S, - S,) (3.51)
1

Trabajo de un par constante. Cuando el momento de un
par de fuerzas C es constante, la ecuacion 3.50 toma la
fuerza siguiente:

0,
U,,=[cdo=c(6,-o,) (3.52)

6

El célculo del trabajo total se hace mas simple por el hecho
de que algunas de las fuerzas aplicadas no realizan trabajo.
Como ejemplos, la fuerza de reaccion normal en un cuerpo
deslizandose en una superficie no realiza trabajo. La fuerza
de tension en un cable inextensible sujeto a un punto fijo
asi como también las reacciones en soportes como bisagras
lisas o rotulas. Las reacciones en pistas (incluyendo el
rozamiento) en una rueda rodando sin deslizamiento no
hacen trabajo debido a que el contacto de la rueda con la
pista tiene velocidad cero por ser el centro instantdneo de
rotacion.

Potencia mecanica: La potencia se define como el indice
de wvariacion con respecto al tiempo del trabajo
desarrollado; por consiguiente:
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Para movimiento lineal. La potencia que entrega la fuerza
F actuando sobre un cuerpo que se desplaza dr durante el
tiempo dt es:

du _F-dr
dt dt

Potencia = =F-v (3.53)
Para movimiento angular. La potencia que entrega el par C
actuando sobre un cuerpo que desplaza angularmente dé,
en el mismo plano del par, durante el tiempo dr es:

dU C-do _

Potencia = ——
dt dt

Co (3.54)

Puesto que para una particula,

Trabajo = Energia cinética + constante

Entonces:
Potencia = d (e.c)= dfl vy
dt dt\ 2
asi
F-v=mv-@=ma-v
dt

Las dimensiones de la potencia son [FLT - Jz [MLZ T J y
i m/ —J/ —
las unidades son N A— A—W(Watts).

Energia y formas de energia: La energia se define como la
capacidad que tiene un cuerpo para realizar trabajo.

Un cuerpo puede poseer energia en varias formas, las

cuales, todas son capaces de ser convertidas en trabajo

mecanico. Estas formas tipicas de energia son:

e FEnergia calorifica. Como la producida por la quema o
ignicion de un combustible en una maquina.

e FEnergia eléctrica. Como la convertida por un motor
eléctrico.

e FEnergia de deformacion Como la producida al soltar un
resorte comprimido.
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e FEnergia cinética. Como la producida al detener un
cuerpo en movimiento.

e FEnergia potencial. Como la producida por la caida de
un cuerpo.

El estudio de dinamica se interesa principalmente con la
energia mecanica en las formas de energia mecdnica e.c. y
energia potencial V conjuntamente con la transformacion
posible en energia de deformacion estas formas de energia
son consideradas en las siguientes secciones.

Energia cinética lineal. Un cuerpo de masa m moviéndose
en una trayectoria horizontal a lo largo del eje x, con una
velocidad v es llevada al reposo en una distancia S por una
fuerza F horizontal constante. Por consiguiente:

Trabajo hecho para detener al cuerpo = F'S

Como F es constante, entonces por la 2° Ley de Newton, la
desaceleracion a es constante, de aqui que, usando la
ecuacion (2.37)

vy =v] —2a(S2 - S1)
Para la situacion planteada se tiene:

v, =0,v, =v,(S,-S,)=S por lo que:
2

0=v>-2aS=a="
2s

Y de acuerdo a la ecuacién (3.1) F = ma, tenemos:

2
Trabajo hecho en detener al cuerpo =m ‘Z}S XS

L.
=—my

2

La energia que pase un cuerpo en virtud de su movimiento
es su energia cinética. Quedando.

e.c. lineal = 1/2mv? (3.55)
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Energia Cinética Angular. Un cuerpo de inercia / rotando
respecto a un eje a w rad/s es llevado al reposo, por la
aplicacion de un torque firme y uniforme 7, en € radianes
de revolucion. Asi:

Trabajo hecho en detener el cuerpo = 76

Como T es constante, la desaceleracion es constante de
aqui que, de acuerdo a la ecuacioén del movimiento circular.

w; = w; - 200

0=w’-2a06
2
9=
2o

y ecuacion T = /o nos da:
2

Trabajo hecho en detener el cuerpo = o X Z)
o

Ry
2

Asi, la energia cinética de rotacion poseida por un cuerpo
esta dada por:

e.c. angular=%[a)2 (3.56)

Unidades: Inercia(kgmz )x o’ (S_Z )= (kg %2 jm = Nm

Energia de deformacion: Un material elastico (resorte) de
rigidez k es estirado por una fuerza, que se incrementa
uniformemente F, a lo largo de una distancia x, figura 3.73
teniéndose por lo tanto:

Trabajo hecho al estirar = 4rea bajo la curva de la grafica
x-F
1

= —Fx
2
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La rigidez del material £ es la fuerza requerida para
producir un aumento o disminucion unitaria de la longitud
del resorte; asi:

F=kx
y
1

Trabajo hecho = ikx x=—hx’

2 2
El trabajo hecho es almacenado en el cuerpo (resorte)
como energia de deformacion la cual puede recuperarse

como trabajo cuando el material elastico se suelta o libera.

Energia de deformacion e-d = é Fx= ékxz (3.57)

Energia potencial: En ciertos casos excepcionales.
Importantes del trabajo hecho por una fuerza
conservativa; fuerza de rango amplio como la fuerza
gravitacional o fuerzas eldsticas; que es independiente de
la trayectoria.

La integral del trabajo es especialmente facil de evaluar
cuando la fuerza es conservativa el trabajo de un campo
de fuerzas f es independiente de la trayectoria entre
cualquiera de dos puntos en una region del espacio,
podemos elegir cualquier punto fijo en la regién como el
punto base de referencia Po desde el cual el trabajo
realizado por esta fuerza conservativa en mover a
cualquier otro punto P a una particula o cuerpo, es una
funcion solamente d la posicion de P. El valor negativo
de esta funcion se define como la energia potencial de
esta fuerza conservativa, denotada como V(P) o V(x,y,z),
de esta forma:

P
Energia Potencial V(P)=- _[ F-dr (3.58)

P

donde la integral es independiente de la trayectoria (con
tal de que no salga de la region donde F es conservativa)
la energia potencial es definida solamente para una
constante aditiva arbitraria, donde la posicion de
referencia basica inicial Py que es arbitraria.
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Entonces el trabajo realizado en la fuerza conservativa F
cuando su punto de aplicacion se mueva de P, a P, esta
dado por:

Trabajo hecho por la fuerza F conservativa

U_,=-4aV==V,-V,) (3.59)

donde V, significa V(P,) y V; significa V(P;). Este
importante resultado puede ser establecido por la eleccion
de una trayectoria particular de P, a P, que pase por Po,
por lo que:

Fy P,
U ,=|F-dr+|F-dr=v(P)-V(P)

P Fo

y de acuerdo a la definicién de la ecuacion (3.38) queda
confirmada la ecuacién (3.59).

Cuando varias fuerzas conservativas actian sobre una
particula o cuerpo, sus energias potenciales pueden ser
sumadas algebraicamente, puesto que el trabajo es aditivo,
para dar una energia potencial total }J para las fuerzas
conservativas actuantes. Si Uyc representa el trabajo
hecho por las fuerzas no conservativas durante el
movimiento, por tanto el trabajo total U, es dado por:

U, =—-AV +U,, (3.60)

Puesto que el trabajo de las fuerzas conservativas es igual
al negativo de la variacion en energia potencial. Por
consiguiente el principio de trabajo y energia cinética.

U,_, =4de.c. (3.61)
de la ecuacion (3.48), toma la forma de:

— AV +U . = de.c.

AV + de.c.=U (3.62)
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Estableciendo que la variacion en energia mecanica total
e.c. + V (energia potencial) es igual al trabajo hecho por
las fuerzas no conservativas durante el movimiento. Esto
puede escribirse como:

eco,+V,=ec.,+V,+U, (3.63)

Estableciéndose el equilibrio de trabajo—Energia
mecanica que dice; la energia mecdnica final es igual a
la energia mecanica inicial, mas el trabajo hecho por
fuerzas no conservativas sobre el sistema.

En la practica podemos incluir el trabajo de una de las
fuerzas conservativas: junto con Upc; si es asi, la energia
potencial de esta fuerza sera omitida en V. El trabajo de
cada fuerza serd contabilizada ya sea en Uyc 0 en V pero
no en ambas.

Cuando Upyc; es negativo (como en el rozamiento) la
energia mecanica final es menor que la inicial. Pero Uyc
puede ser positivo; por ejemplo, en el trabajo
suministrado al sistema por un agente externo tal como
una maquina de propulsion.

Principio de la conservacion de la energia. En algunos
casos Upyc es insignificante. Por lo que podemos
acercarnos al idealizado principio de la conservacion de
la energia mecdnica.

ec., +V,=ec., +V, (3.64)

En su forma general, el principio de la conservacion de la
energia establece que:

“La cantidad total de energia en el Universo es
constante; la energia no puede ser creada ni
destruida, si bien esta puede ser convertida de
una forma a otra”
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En casos donde un cuerpo esta sujeto a sacudidas subitas o
impactos, o cuando éste se mueva entre rozamiento, algo
de energia serd “perdida”, es decir, convertida a otra
forma, generalmente calor.

En algunas situaciones, tales como sistemas
autocontenidos, la expresion de conservacion de energia
puede tomar en cuenta las pérdidas en la forma de una
ecuacion tal como:

Energia inicial del sistema =
Energia final del sistema + energia disipada

Si las fuerzas que producen conversion de energia en otras
formas son excluidas, y si consideramos unicamente
aquellas fuerzas denominadas fuerzas conservativas tales
como; fuerzas gravitatorias y fuerzas elasticas, las que
dependen de la posicion de las varias partes del sistema,
no habrd pérdidas y la ecuacion se convierte en la
ecuacion (3.64) que expresa como:

Energia inicial del sistema = Energia final del sistema

En sistemas mecanicos, las fuerzas de energia serdn
generalmente de energia cinética o energia potencial y
cualquier variacion sera en la distribucion de estas dos
formas. Finalmente el principio de la conservacion de la
energia mecanica puede ser expresado como:

“Si un sistema de cuerpos en movimiento esta
bajo la accion de fuerzas conservativas, la suma
de energias cinética y potencial de los cuerpos es
constante”

Ejemplo demostrativo del principio de la conservacion de
energia mecanica.

Ejemplo demostrativo 3.13.  Considere un cuerpo de
masa m en la posicion 4, a una altura / con respecto a la
referencia base, nivel O, figura 3.74. El cuerpo se dispone
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para caer libremente y en algin punto B cuando éste ha
caido una distancia y su velocidad es v, y cuando llega al
nivel referencia V =0 en C la velocidad es v.

Comparar la energia total del sistema en cada posicion 4,
ByC:

En la posicidon A4 a una altura 4 desde V =0 y de acuerdo
a la ecuacion (3.58)

y=h
Vy==[WwJ)-dvj= [mgdy=mgh

y=0

y e.c., =0 debidoaque V, =0

Por lo que, energia total en A = mgh

En B
Vg = mg(h-y)
1
y e.cCoy = 3 mv,

La velocidad v después de caer una distancia y con una
aceleracion uniforme g de acuerdo a la ecuacion (2.37)
2 .2
vy =V, +2gy
con v,=0

v, =2gy
1
e.cp= 2m(2gy) =mgy
Energia total en B = mgy + mg(h-y) = mgh
EnC
VC =0
1

2
ec..=—mV,
C C

2

De la ecuacién (2.37)
V. =2gh

Energia total en C = ;m(2 gh)=mgh
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Asi para cada una de las posiciones la energia total es
constante, e igual a la energia para el valor inicial.

Como se esperaba para un sistema bajo la accion de
fuerzas conservativas. En el contacto alcanzado con el
piso en C, toda energia potencial ha sido convertida en
energia cinética.

3.19. Ejemplos de Discusion y Ejercicios de Trabajo
Ejemplos de discusion

Ejemplo 3.21. Hallar el trabajo total efectuado sobre un

cuerpo de 5kg que es lanzado 6m hacia arriba por un plano

inclinado rugoso que forma un angulo de 30° con

horizontal, tal como se muestra en la figura 3.75. Se
supone un coeficiente de rozamiento u =0.20

Solucion: Segin el diagrama de cuerpo libre dcl, N, se
determina sumando las fuerzas normales al plano.

> Fy=-5(9.81)cos 30°+ N , + 70sen10° =0
. N,=30.3N

El trabajo total es igual a la suma de los trabajos de cada
una de las fuerzas que actian sobre el cuerpo.

U otal = U5(4.81) + UNA + UF:O.ZNA +Usy
=[5(9.81)sen30°(= 1)+ 5(9.81c0s30°)- })|- 61+ N, j- 61+
(0.2N, 1) 61+ |(70cos10°7)+ (70sen10° })|- 6 7

=—-5(9.81)6 + 0—0.2(30.3)6 + (70cos10°)6

= 147 +0—-36.4+413.6 > U, , = 230Nm <

r

=230J «—
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Ejemplo 3.22.  Un muelle se comprime inicialmente
desde una longitud libre de 8 pulgadas hasta una longitud
de 6 pulg. haciendo una compresion inicial neta de 2 pulg.
(Qué trabajo adicional se efectiia comprimiéndolo 3 pulg.
mas, (5 pulg. en total), hasta una longitud de 3 pulg? se
supone una constante kK =20Lb/pulg.

Solucion:  Por  definicién, el trabajo realizado

comprimiendo el muelle desde 2 pulg hasta 5 pulg. es:
So=s

U= des jKSds jzosds
Sy Si=2
] 2S:5
=-208
2

= 10(5?)- 10(2)’

=210Lb pulg. «—

Puede obtenerse el resultado utilizando la grafica de
F=KS en funcion del desplazamiento S como lo muestra
la figura 3.76.

El 4rea comprendida entre los desplazamientos de 2 y 5
pulg. representa el trabajo impartido al muelle al
comprlmlrlo de 2 pulg a S pulg.

IZOSd S - IZOS d S = Area sombreada

= §(40 +100)3)

r

=210Lb pulg. «—

Ejemplo 3.23.  El cuerpo de 10kg representado en la
figura 3.77(a) esta obligada a deslizarse en la barra lisa
BC contenida en un plano vertical. Cuando el cuerpo se
encuentra en la posicion 4 su velocidad es 10 m/s hacia la
derecha y el resorte (con constante elastica K = 500N/m)
estirado 4.0 m. Calcular la rapidez del cuerpo cuando
llega a la posicion A’.
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Solucion: Un dcL, es mostrado de una posicion intermedia
del cuerpo entre 4 y A’, figura 3.77(b) la ecuacion que
relaciona el trabajo y energia cinética es:

U=A(e.c.)=ém( }% —vf)

La reaccion normal N de la barra lisa no realiza trabajo.
La longitud del resorte cambia desde 16m hasta 13m. En
la posicidn final del cuerpo la elongacion del resorte es 1m
y su elongacion inicial fue de 4m. Durante el trayecto de A4
a A’ el resorte esta sometido a tension, esto implica que la
componente de la fuerza del resorte en la direccion de la
trayectoria siempre coincida con la direccion del
desplazamiento del cuerpo; luego, el trabajo del resorte
sobre el cuerpo es positivo. Este trabajo se calcula en la
forma siguiente:

U sone == | KSds =—[5008dS =-2505"
S, 4 !

=3,750J
El trabajo que hace el peso sobre el cuerpo es:
U oo =W (A4S, )=-10(9.81}4 =-392.47

El trabajo total hecho sobre el cuerpo es:
+U

U = Uresaorte peso
=3,750-392=3,358J

La ecuacion del trabajo y la energia cinética se convierte
en:

i

Utoml = ;m(vjzf - VZ)

3,358 = é(zo)(vi ~10%)

v, =27.8m/s i
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Ejemplo 3.24. Un tren con locomotora eléctrica tiene una
masa total de 300 toneladas. ;Cudl es la potencia de la
locomotora que justamente mantiene el tren moviéndose a
una rapidez uniforme de 96 km/h sobre una via a nivel
contra una resistencia al movimiento de 40N/tonelada?

Solucion: Puesto que la rapidez es uniforme (no
aceleracion), la fuerza de arrastre de la locomotora es igual
a la resistencia total al movimiento. Asi.

F =300x40=12000N

arrastre

La fuerza aplicada esta en la direccion del movimiento
por tanto, utilizando la ecuacion (3.52)

Potencia = Fv

212000(96><1000j

=320000Nm /s = 320000W

r

=320kW <

Ejemplo 3.25. Una turbina desarrolla un torque de
1200 Nm cuando la flecha de salida rota a una rapidez
angular de 3600 rev/min. ;Qué potencia, la turbina esta
entregando?

Solucién: De acuerdo a la ecuacion:
Potencia = Tw

T=1200Nm, @@= 27[(3600)(md/s)
con
Potencia = 120()(%600)} =452390Nm/ s
=452390 W

=452.39kW <
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Ejemplo 3.26. Una prensa con accionamiento de tipo
manivela, tiene un volante de masa de 600 kg con un radio
de giro de 0.5m. Al inicio de la operacion de prensado el
volante esta rotando a 300 rev/min y al final de esta, el
volante rota a 240 rev/min. ;Qué trabajo ha sido ejecutado
durante la operacion de prensado?.

Solucion: En este caso el sistema es esencialmente el
volante y la energia de salida es el trabajo desarrollado en
el prensado del material.

De acuerdo a la ecuacion del principio de trabajo-energia
cinética en la forma:

Energia inicial = Energia final + Trabajo hecho

ya que
Energiainicial = e.c.del volante

=éla)12 (ecuacion 3.55)

Energiafinal = e. c. del volante

I
=—Iw
2 2

Trabajo hecho = Energia inicial - Energia final
-1 w; — 1y W,
2 2

- 1la} - 3)

(a)
De la ecuacion (3.30) con M =600 kg, K= 0.5m

1=MK? =600(0.5F = 150kgm’
W, =27 3007 _ 31.4rad /s
60

W, = 27{%) =25.13rad /s
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Sustituyendo valores en (a)

Trabajo hecho = 2(150)(3’].42 — 25.]32)

= 26583 Nm

r

= 26583 J = 26.583kJ <«

Ejemplo 3.27.  Un cuerpo de 5kg de masa esta sujeto al

extremo de una cuerda suspendida ligera de 2m de largo y

es libre a oscilar en una trayectoria circular contenida en

un plano vertical. El cuerpo 4 es movido lateralmente y la

cuerda donde se suspende es mantenida tirante en un

angulo de 30° debajo de la horizontal.

a). Determinar la velocidad lineal del cuerpo y la tension
en la cuerda cuando éste esta pasando por la posicion
inferior.

b). En el instante que alcanza la posicion inferior, el
cuerpo A choca con el cuerpo B de masa 10 kg que se s
mueve horizontalmente con una velocidad de 2m/s en ‘
el mismo plano vertical, pero con sentido opuesto al
de la masa A. Si después del impacto, el cuerpo 4  "®--——-= 2
rebota a una altura de 0.3m arriba de su posicion ] 7
inferior determinar. mL

: : : : , Daun Y=0__

1) La velocidad de B inmediatamente después del I Y,
impacto y

i1) La perdida de energia mecénica en el impacto.

Solucion: El ejemplo combina los principios de
conservacion de energia y de momentum lineal en un
movimiento con trayectoria circular vertical.

Parte a) Refiriéndonos a la figura 3.78 (a). Por el - h
principio de conservacion de la energia. M

Energia inicial(e.c.+ V)= Energia final(e.c.+ V) +.. momentumn

(b} le}

O + mg(r — rserf)= ém,uj +0 Figura 3.78

Sustituyendo los valores: m =5 kg, g = 9.81m/s’, r =2m,
0 =30° tenemos:
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0+ 5(9.81)(2 - 2sen30°)= 2(5 Ne2)

s =2(9.81)

U, =4.43m/s —

Y de acuerdo a los diagramas de fuerzas aplicadas y
efectivas para la posicion inferior de la masa A antes del
choque se tiene:

2
T-w=m"
r
con
W =5(9.81)=49.05N, u,4.43m/s y r=2m
2
T -49.05=(5) 4'4;3

T'=49.05+99.05=98.IN

r

&—

Parte b) Refiriéndonos a la figura 3.78 (b) y (c). Para
aplicar el principio de conservacion del momentum lineal
en el impacto, sera necesario determinar la velocidad de A
inmediatamente después del choque aplicando el principio
de conservacién de energia al movimiento después del
choque. Por lo que:

(e.c. + V)micml = (e.c. + V) final
émvf1 +0=0+mgh
Vi =2gh
con g=98Im/s’, h=0.3m

v2 =2(9.81)0.3
v,=2.43m/s
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Aplicando el principio de conservacion de la cantidad de
movimiento lineal al impacto de A 'y B y asumiendo que
la direccion de la velocidad final de B es como se muestra
en la figura 3.78(c):

Momentum total inicial = momentum total final
mpu~Mpy=Mpz—mv,
My,=mup,+mv,—Mpu,

Sustituyendo los valores M = 10kg, m = Skg, u, = 4.43m/s,
Mg =2m/s, vy =2.43m/s,
10vg=(5x4.43)+(5x2.43)—(10x 2)

1. '
vB=]403=].43m/S <

Las formas de energia inmediatamente antes y después son
las energias cinética lineal de las masas A y B de esta
manera:

e.c. Inicial total = ;m,uj + ;M,ué

:l><5><4.432 +1><10><22
2 2

=69.05J

e.c. Final total = ;mVi + éMszg

=;><5><2.432+;><10><1.432

=24.99J

r

La “perdida” de energia = 69.05 — 24.99 = 44.06J <

Ejemplo 3.28. Para determinar experimentalmente el
momento de inercia de un pequefio volante, fijo a una
flecha de 50mm de diametro la cual esta montada sobre
soportes con rodamientos. Una cuerda ligera esta
asegurada a la flecha y arrollada varias veces alrededor de
esta flecha y sujetando una masa en el extremo libre de la
cuerda y permitiendo que esta caiga a una distancia
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medida en un tiempo observado para que la aceleracion
pueda ser obtenida.

Se observa, que una masa de 2kg justamente fue suficiente
para vencer la resistencia por rozamiento causada por el
volante al rotar a una velocidad uniforme ligera. Cuando
una masa mayor de 7kg fue adicionada, la masa cayo desde
el reposo, una distancia de 3m en 10 segundos. Determine
el momento de inercia del volante y su flecha respecto al
eje de rotacion.

Solucion: Refiriéndonos a la figura 3.79 y aplicando el
principio de conservacion de la energia para el sistema
(volante + masa):

Energia inicial del sistema = Energia final del sistema +
perdida de energia debida al
rozamiento

Considerando cada uno de los términos, con m = masa
“rozamiento”, M = masa adicional,

Energia inicial = V' de la masa total = (m+M)gh
Energia final = e. c¢. de (volante + flecha) + e. ¢. de
la masa total

1 1
= 2[(02 +2(m+M)V;

Pérdida de energia = Pérdida en V de la masa para vencer
el rozamiento (asumir velocidad
despreciable)

= mgh

y de acuerdo a la ecuacion del principio de la conservacion
de la energia del sistema:

(m+M)gh=+Ia’ + é(m + M v} +mgh
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El valor de v;se encuentra de la distancia y tiempo de
caida, considerando movimiento uniforme unidimensional.

S=(u+Vjt
2

Cons=3m, t=10s,u=0,v=v,

Vy
3=—><]0:>vf =0.6m/s
2 .

Usando la ecuacion v r=ar

a)=v—f=£=24md/s
r 0.025

Sustituyendo los siguientes valores en la ecuacion de la
conservacion de la energia: M = Tkg, m = 2kg, g = 9.81
m/sz, vy = 0.6m/s, o = 24rad/s, h = 3m,

Altura de caida2 m

(2+7)><9.81><3:;><1><242 +;(2+7)><0.62 +2%x9.81x3 b
- . _l:_ Febrotle
‘|t 01lm

264.87 =2881 +1.62 + 58.86

I=204'39=0.71kgm2 —

Ejemplo 3.29. El mazo de un martinete de hincar

pilotes tiene una masa de 800 kg y se suelta, a partir del Antes del  Despuss del
. . choque choque

reposo, desde 2m por encima de la cabeza del pilote de

2400 kg. Si se observa que el mazo rebota hasta una altura Mazu lj ‘ b
de 0.1 m tras su impacto sobre el pilote figura 3.80, ’ r__ﬁi-
calcular (a) la velocidad v, del pilote inmediatamente tras D Cilote LJ

o . Y

del impacto, (b) el coeficiente de restitucion aplicable y (c) Tp=0 : ;o
la perdida porcentual de energia debida al impacto.

1

l

y
Solucion: La conservacion de la energia durante una caida Figura 3.80
libre nos da v=-/(2gh) para las velocidades inicial y final

del mazo. O sea, figura 3.80 (b).
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v =./[2(9.81)(2) =6.26'% , v =.[2(9.81)0.1) =1.40'%

(a) La conservacion de la cantidad de movimiento del
sistema formado por mazo y pilote, nos da.

800(6.26)+ 0 =800(~ 1.40)+ 2400v , = v, = 2.55m <

(b) El coeficiente de restitucion resulta ser

l.rel.d 0 r
_ \ve re eseparaczon\ . —255+1'40=0.63 -

= ; e=
‘vel. rel. de acercamiento‘ 6.26 + 0

Los impulsos debidos a los pesos del mazo y el pilote
son muy pequeios comparados con los impulsos de
las fuerzas de choque y por ello se desprecio durante
el mismo.

(c) La energia cinética del sistema inmediatamente antes
del impacto es la misma que posee el mazo en reposo
con relacion al pilote y vale

e.c.=Vg =mgh=3800(9.81)(2)= 15700 Nm

Inmediatamente después del impacto la energia cinética
e.c.” es:

e = ;(800)(1.40)2 + 2(2400)(2.55)2 =8590Nm

Por tanto, la perdida porcentual de energia sera:

15700_8590(100)=45.3% «—
15700

Ejemplo 3.30.  Larueda de 10 kg, figura 3.81(a) tiene un
momento de inercia I, =0.156kg - m”. Suponiendo que la

rueda no resbala ni rebota, calcule la velocidad minima vg
que debe tener para rodar levantandose hasta el punto 4 en
el tope.
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Solucion: Principio de impulso-momentum angular. Como
no se tiene ni resbalamiento ni rebote, lo que hace
esencialmente la rueda es pivotear, o girar, alrededor del
punto A al hacer contacto. Esto se muestra en la figura
3.81(b), que indica, respectivamente, la cantidad de

Ig
/'m(vc)l
—

9
movimiento de la rueda inmediatamente antes del impacto, A
los impulsos dados a la rueda durante el impacto y la F=02-00m
cantidad de movimiento de la rueda inmediatamente +

después del impacto. Solo hay dos impulsos (o fuerzas)
que actuan sobre la rueda. Comparandolos, el impulso en
A es mucho mayor que el originado por el peso, y como el
lapso de impacto es muy corto, se puede considerar que el
peso no es impulsivo, la fuerza impulsiva F en A tiene
magnitud y direccion @ desconocidas. Para eliminar del I

analisis a esta fuerza haremos notar que el momentum 16, M),
angular con respecto a A se  conserva o
esencialmente. (98.1 At)d = 0 F=0
TTTTe T
Conservacion del momentum angular. De acuerdo con la Figura 3.81(b)

figura 3.81(b),

|

(o (H,),=(H,),
r'm (vG )1 + 1,0, =rm (vG )2 + /.0,
(0.2-0.03)10)vs), +(0.156 Y@,)=(0.2)(10)(v; ), + (0.156 ;)

Cinematica: Como no se presenta el resbalamiento,

w= V% = v% 5=V Sustituyendo este resultado en la
ecuacion anterior y simplificando se obtiene:

(vs), =0.892(v;), (a)

Conservacion de la energia. Para rodar sobre el tope, la
rueda debe pasar por la posicion 3 indicada con puntos en Figura 3.81(c)

la figura 3.81(c). Por lo tanto si (vG )2 [O(VG)I] ha de ser

minima, es necesario que la energia cinética de la rueda en
la posicion 2 sea igual a la energia potencial en la posicion
3. Si hacemos que la referencia pase por el centro de
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gravedad, como se ve en la figura, y si aplicamos la
ecuacion de conservacion de la energia, obtenemos:

{e.c.2}+ {V2}= {e.c.3}+ {V3}

1 1

{2 (10)vg )2 + b (0.156 ), )2} +{o}={0}+{(98.1)0.03)} (b)

Sustituyendo @, =5(vG )2 y la ecuacion (a) en (b) y
simplificando, se obtiene:

3.98(vg )} + 1.55(v,; ), = 2.94

Por lo tanto

(vg), =0.729" — —

Ejercicios de Trabajo

3.42. Calcular la velocidad v de la caja de 50 kg cuando
llega al final B de la rampa, figura 3.82, si en 4
recibe una velocidad inicial de 4 m/s rampa abajo.
El coeficiente de rozamiento cinético es 0.30.

3.43. Se lanza una piedra de 0.10kg con una velocidad
inicial de 30 m/s a un angulo de 60° con la
horizontal. Utilizando el principio de trabajo-
energia cinética, calcule la altura maxima que
alcanza la piedra sobre el punto de lanzamiento.

3.44. En un cierto instante durante una aceleracion a lo
largo de una via horizontal, la barra de enganche de

una locomotora eléctrica sufre una traccion de 100
KN.

(Qué potencia se esta desarrollando, si la rapidez
del tren es de 90 Km/h?
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3.45. La direccion de la fuerza P que actiia sobre el
bloque 4 de 20 kg, figura 3.83, es constante pero
su magnitud varia de acuerdo con la ecuacioén P =
300 $° N; donde S especifica la posicion de 4 en
metros, Cuando $=0.6m, la velocidad del cuerpo 4
es 1.2 m/s hacia la direccion. Calcule la velocidad
de 4 cuando S = 1.5m. El plano es liso.

3.46. El bloque 4 de 5kg, figura 3.84 es expulsado del
tubo de 3.0m, mediante la accién de un resorte
cuya longitud libre es 0.75m. El modulo del
resorte es 70KN/m. El rozamiento entre el bloque y
el tubo es 10N. Calcule la velocidad de A4 al
abandonar el tubo.

3.47. El collarin de 30kg representado en la figura 3.85
parte del reposo desde la posicidon A, inicialmente
el resorte no se encuentra deformado. Calcule el
modulo del resorte si la velocidad del collarin es
1.5m/s después de haber deslizado hacia abajo
125mm, la barra es lisa y la fuerza de 250N
conserva su pendiente durante todo el momento.

3.48. Un motor eléctrico de 7.5KW arranca desde el
reposo contra un par torcional resistente (torque)
de 25Nm. Calcular la velocidad angular maxima
de las partes rotantes. Si, la aceleracion angular es
constante a 25rad/s’, ;Cuando tiempo le toma al
motor eléctrico alcanzar la maxima rapidez Figura 3.86
angular?

3.49. El cuerpo 4 de 5kg representado en la figura 3.86
se encuentra a 150mm del resorte cuando su
velocidad es 2m/s en el sentido de descenso. El
moddulo del resorte es 1750N/m, y el coeficiente de
rozamiento entre 4 y el plano inclinado es 0.20.
Calcule la distancia total que recorre el cuerpo
antes de detenerse.

3.50. Una correa arrollada en una polea de 600mm de
didmetro, sufre una traccion de 800N por el
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Figura 3.87

Figura 3.88

Figura 3.90

3.51.

3.52.

3.53.

3.54.
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lado tenso y una traccion de /80N por el lado laxo.
(Que potencia estd transmitiendo si gira a 200
r.p.m?

Un péndulo de 2.0kg cuya cuerda mide 250mm se

suelta del reposo estando la cuerda horizontal

como se ilustra en la figura 3.87. En el punto mas

bajo de su trayectoria la masa choca con un resorte

del modulo 20KN/m. Calcule:

a) La energia cinética maxima de la masa.

b) La compresion maxima del resorte.

c) La tension de la cuerda justamente antes que
la masa entre en contacto con el resorte.

El cuerpo pequetio de 3kg representado en la figura
3.88 estd fijo al extremo de una cuerda de 3.0m y
oscila contenido en un plano vertical, la velocidad
angular instantdnea de la cuerda es 0.50rad/s en
sentido horario.

a) Utilice el principio de la conservacion de la
energia mecanica para calcular la velocidad
del cuerpo cuando se encuentra en la posicioén
mas baja.

b) Calcule la tension en la cuerda cuando el
cuerpo se encuentra en su posicion mas baja.

El bloque de 150kg representado en la figura 3.89
desciende sobre el plano liso inclinado. En la
posicion definida en la figura; la velocidad del
bloque es 3m/s en la direccién de descenso y el
resorte esta colgado 0.3m (el modulo es de 25N/m).
Utilice la ecuacion de conservacion de la energia
mecanica para calcular la velocidad del cuerpo
después de desplazarse 1.5m sobre el plano.

El disco homogéneo B de 150kg representado en la
figura 3.90 cuenta con un cubo 6 gorrén de masa
despreciable y cuyo diametro mide 1.200m. la
velocidad instantanea del cuerpo C de 60kg es
6.0m/s hacia abajo. Calcule el modulo del resorte
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3.55.

3.56.

3.57.

3.58.

necesario para que la velocidad de C sea 3.0m/s
hacia abajo después de descender 1.2m. La tension
inicial del resorte es 8O0N.

El collarin 4, figura 3.91 se mueve hacia el collarin
B a una rapidez de 7m/s a lo largo de la varilla lisa.
El collarin B estd fijo a un resorte de masa
despreciable, el cudl estd sin deformar en la
posicion mostrada. Si el coeficiente de restitucion
es 0.9 ;Cudl es la maxima deflexion del resorte,
dado que las masas de 4 y B, m, y mp, son Skg'y
20kg respectivamente, y la rigidez del resorte K, es
2000N/m?

El cuerpo 4 de 45kg, figura 3.92 se encuentra en
“reposo” a 1.4m sobre la placa B de 20kg; A cae
sobre la placa y permanece en contacto con ella.
En el estado inicial del sistema el cuerpo B se
encuentra en reposo, sobre el resorte, cuya
constante de rigidez (modulo) es 3,000N/m calcule
la distancia maxima que el cuerpo B se desplaza
hacia abajo.

(a) Un cuerpo de 900kg se eleva verticalmente con
velocidad constante de 3.0 m/s. calcule la potencia
requerida.

(b) Calcule la potencia que se requiere si la
velocidad y la aceleracion del cuerpo son 3.0m/s y
1.5m/s’ respectivamente, dirigidas hacia arriba.

La particula A de 0.1kg, figura 3.93, se mueve

sobre un plano horizontal liso y se une al punto

fijo O mediante una cuerda elastica. Cuyo modulo

y longitud libre (no alongada) son 20N/m y 3m

respectivamente. Cuando 4 se encuentra en la

posicion definida en la figura su velocidad es

30m/s en la direccion indicada. Calcular:

a). La velocidad de la particula cuando la cuerda
deja de estar tensa.

b). La distancia minima entre O y la particula 4
durante el movimiento resultante.
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Figura 3.94
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Todas las dimensiones se
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Figura 3.95
3.61.
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600 mm
e 3.62
Figura 3.96

3.59.

La corredera 4 de 10kg se mueve sin rozamiento
en un plano vertical a lo largo de la guia inclinada.
El resorte unido a ella tiene una constante de 60
N/m y esta sometido a un alargamiento de 0.6m en
la posicion A. Figura 3.94, desde que se suelta la
corredera partiendo del reposo. Se aplica una
fuerza constante de 250N a una cuerda ligera que
pasa por una pequefia polea en B. la polea no
ofrece resistencia al movimiento de la cuerda.
Calcule la velocidad v de la corredera cuando pasa
por el punto C.

La velocidad angular producida por el momento M
aplicada al tambor de la figura 3.95 es 150 r.p.m.
en sentido horario. El coeficiente de rozamiento
entre la correa y el tambor es 0.30. Calcule la
potencia que disipa el tambor.

Sugerencias: Elaborar dos dcl; uno dcl para la
palanca de accionamiento de la correa y el otro dcl/
para el tambor; y aplicar la ecuacién (iv) del

ejemplo 3.3, T%B =",

El volante de un conjunto motor-generador tiene un
momento de inercia de 420kg m’ y los rotores del
motor-generador tienen un momento de inercia de
130kgm’. La flecha comun rota sin carga a
750rev/min, cuando subitamente es aplicada una
carga que provoca que la rapidez caiga a
650rev/min. en 1.5 segundos. Calcular el valor de
la carga tensional uniforme que produjo la caida de
la rapidez circular.

Un cilindro homogéneo macizo de 150mm de radio,
rueda sin deslizar sobre el plano horizontal. Su
masa es de 90kg y se encuentra en reposo en la
posiciéon representada en la figura 3.96. La
constante recuperadora del muelle o resorte es
450N/m y su longitud sin deformar es 600mm ;Qué
rapidez angular lleva el cilindro cuando el muelle
ha desplazado su centro 500mm hacia la derecha?



Cinética de la Particula en Movimiento Plano 201
Parte B: Trabajo — Energia Cinética



201

Parte 11

4

SISTEMAS DE FUERZAS Y
EQUILIBRIO ESTATICO

El equilibrio es el término usado para designar la situacion
en que la resultante de un sistema de fuerzas es cero. El
significado fisico de equilibrio, aplicado a un cuerpo,
denota que el cuerpo, o esta en reposo, o se mueve en linea
recta con velocidad constante. Los sistemas de fuerzas en
equilibrio constituyen el objeto de la estatica.

En este capitulo revisaremos los conceptos basicos de la
estatica y los principios y técnicas desarrolladas para
analizar las condiciones de equilibrio de cuerpos como
estructuras, bastidores, elementos de estructuras, maquinas,
mecanismos y elementos de maquinas bajo la accion de
sistemas de fuerzas

4.1. Operaciones con Fuerzas y Momentos de
Fuerzas :
F K

Suma de fuerzas. Fuerza ha sido definido en el capitulo 3 g-E 5! k
en el contexto de las leyes del movimiento de Newton. La

accion de una fuerza aislada ha sido cuantificada por los k
cambios que esta produce en el movimiento de una Figura 4.1
particula.

Como ya hemos mostrado que la fuerza es una cantidad
vectorial, cualquiera de dos fuerzas actuando en un punto
puede ser remplazada por una fuerza resultante R (figura
4.1). Si una tercera fuerza es asignada, ésta puede sumarse
a R justamente del mismo modo como F, fue sumado a F; )

Figura 4.2
(figura 4.2)
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Figura 4.3.

Figura 4.4.

Figura 4.5
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Es obvio que la posicion del punto de aplicacion es
importante. Consideramos dos fuerzas, iguales en
magnitud y direccion, actuando en punto diferentes sobre
un cuerpo

Como es mostrado en la figura 4.3; sus efectos son
claramente, no los mismos. Si, ahora, la fuerza en A se
aplica en el punto C, el efecto general no es alterado; no
obstante, los efectos internos seran diferentes.

Concluyendo que el efecto general esta gobernado por la
linea de accién de la fuerza y no por cualquier punto
especifico sobre esta linea de accion. La diferencia entre
F;4y F;p esta caracterizada por la separacion “d” de las
lineas de accion.

Momentos de fuerza. Por definicion, como ya hemos visto,
la magnitud del momento de F (figura 4.4) respecto a O es
Fd.

Es evidente que cualquier fuerza F actuando
tangencialmente a una esfera, de radio “d”, da un momento
de la misma magnitud, no obstante que el efecto es
singularmente definido si asociamos con la magnitud una
direccion perpendicular al plano definido por F y r en un
sentido dado por la regla de tornillo de cuerda derecha
(regla de la mano derecha). El momento de una fuerza
puede por consiguiente, ser considerado como un vector
con una magnitud Fd=Fr sen 'y en una direccion e como
se indica en la figura 4.4. De aqui podemos escribir el
momento de la fuerza F respecto al punto O como:

M, =Frsenae=Fde 4.1)

La ecuacion (4.1) es similar a la ecuacion (1.13) que define
el producto vectorial o producto x (cruz) de dos vectores 4
y B escrita como AxB,; que de acuerdo con la regla del
tornillo de cuerda derecha, la direccion de AxB como se
muestra en la figura 4.5, en la que se observa que el
producto vectorial como se establecidé en la seccion 1.4
capitulo 1, no es conmutativo puesto que por definicion
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BX A=— AXB ver figura 4.5.

De la figura 4.4 observamos que por definicion del
producto vectorial de dos vectores, la ecuacion 4.1 puede
escribirse como:

M,=rxF =rsence (4.2)

Momentos de componentes de una fuerza. Consideremos
dos fuerzas F; y F, cuya resultante es R actuando en el
punto A4 (figura 4.6). EI momento con respecto a O es:

M,=rxF
=rx(F+ F,)
=rx F,+rxF, (4.3)

Por tanto, el momento de la resultante de F; y F, es igual a
la suma vectorial de los momentos de los componentes.

Si una fuerza F se reemplaza por sus componentes
cartesianas, luego el momento respecto a O es, por
inspeccion de la figura 4.7.

M, =(yF, - ZF )i+ (zF, - xF,) j+ (xF, - yF, )k (4.4)

y esto viene a ser lo mismo como lo definido por el algebra
vectorial
M, =rxF =(xi+y j+ zk)x(F i+ F, j+ F. k)

N

(4.5)

Momento de un par de fuerzas. Un par de fuerzas se define
como un sistema de dos fuerzas no colineales de igual
magnitud pero con direccion opuesta, es decir segiin la
figura 4.8 F,=-F,. El momento de un par de fuerzas
respecto a O es:
M, =r,XF,+rXF,

=r,xXF,+ ”1><(—Fz)

= (ry—r, )X F,

=(r2—r1)(sena)F2e=dF2e (4.6)
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donde e es un vector unitario normal al plano conteniendo
adyF.

Concluyendo de este resultado que el momento de un par
de fuerzas es independiente del origen O y su magnitud es
igual a la magnitud de una de las fuerzas multiplicada por
la distancia mas corta entre sus lineas de accion.

Debera también hacerse notar que la fuerza resultante de
un par de fuerzas es cero y el momento de un par de
fuerzas es a menudo referido simplemente como “par” o su
“torque”.

4.2. Resultante de wun Sistema de Fuerzas
Coplanares

Como solo las fuerzas externas y sus momentos entran
dentro de la determinacion del estado de movimiento o de
equilibrio de un cuerpo rigido, conjuntos diferentes de
fuerzas pueden compararse en base a sus efectos sobre un
cuerpo rigido. Es algunas veces conveniente reemplazar
una fuerza siempre por una fuerza igual en magnitud y
direccién a lo largo de alguna linea de accion diferente,
junto con un momento de un par de fuerzas (par) inducido,
donde el momento del par de fuerzas C es dxF, como se
muestra en la figura 4.9.

Por consiguiente, lo anterior nos conduce a definir
conjuntos o sistemas de fuerzas equivalentes o
equipolentes, de la siguiente manera: En general, dos
sistemas de fuerzas se dicen ser equivalentes, o
equipolentes, si éstas tienen la misma fuerza resultante y el
mismo momento resultante respecto a cualquier punto
arbitrario.

Los diferentes sistemas de fuerzas coplanares, se pueden

clasificar principalmente como:

(a). Sistema de fuerzas, todas concurrentes en un punto A.
La resultante en 4 es simplemente R = ZF .
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(b). Sistema de fuerzas todas paralelas, la resultante en un
punto A es en general una fuerza y un momento del
par de fuerzas (par), los que se pueden facilmente
reducir a una fuerza resultante actuando en otro
punto.

(c). Sistema de fuerzas ni todas concurrentes ni todas
paralelas, puede ser reemplazado por una fuerza
simple mas un momento de un par de fuerzas (par). El
valor del par depende de la linea de accion elegida
para la fuerza resultante, pero el valor de la resultante
€s, por supuesto constante.

Como una fuerza simple puede reemplazarse por una
fuerza mas un par, lo contrario también es verdad, con tal
de que la resultante de las fuerzas no sea cero. Por tanto
podemos establecer lo siguiente: Cualquier sistema de
fuerzas coplanares puede reemplazarse por una fuerza
simple o una fuerza mas un par. Si la resultante de las
fuerzas es cero, entonces el sistema puede ser reemplazado
por un par.

4.3.  Resultante de un Sistema de Fuerzas Espaciales

Lo mismo que para los sistemas de fuerzas coplanares, los

diferentes sistemas de fuerzas espaciales, se pueden

clasificar como:

(a’). Sistema de fuerzas todas concurrentes en un punto A4.
La resultante en 4 es unicamente R= Y F

(b’). Sistema de fuerzas todas paralelas, la resultante en un
punto 4 es en general una fuerza resultante y un par
resultante perpendiculares entre si, por lo que estas
resultantes son facilmente reducidas a una sola fuerza
actuando en otro punto.

(c’). Sistema de fuerzas ni todas concurrentes, ni todas
paralelas correspondiendo a un sistema general de
fuerzas en un espacio tridimensional, para el cual la
resultante de las fuerzas es:

205
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Figura 4.10

(&)
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R=>F. 4.7)

y el momento resultante, respecto a algin origen arbitrario
O es:

M, =>rxF, (4.8)

Por lo tanto podemos reemplazar el sistema por una fuerza
simple mas un par (momento de un par de fuerzas) no es
generalmente posible reemplazar este sistema por una
fuerza simple; sin embargo, es posible simplificar este
sistema por una fuerza simple mas un par paralelo a esta
fuerza simple.

En la figura 4.10 el par C puede ser reemplazado por dos
componentes, una paralela a R y la otra perpendicular a R.

Al mover la linea de aplicacion de R en el plano normal a
C, =C, en una distancia ‘C L‘ / ‘R , €l sistema es reemplazado
ahora por una fuerza simple R, la resultante de las fuerzas,

y un par coaxial simple C,=C, llamado torculador (o
atornillador) equipolente del sistema.

Ejemplo demostrativo del tema 4.2. Resultante de un
sistema de fuerzas coplanares.

Ejemplo demostrativo 4.1. Las fuerzas representadas en la
figura ed4.1(a) tienen las magnitudes siguientes:

F;=130kN, F,=200kN y F;=100kN. Calcule y localice la
fuerza resultante del sistema de fuerzas considerado.

Solucion: Cada una de las fuerzas que componen el sistema
se expresa en términos de los vectores unitarios [, j y se
sustituyen en la ecuacion (4.7) que define a R:

R=F,+F,+F;
=(-507-120})+ 1600+ 120 })+
+(s50i+86.67)

r

=601+86.6 ] =105.4(0.5691+0.821 kN
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Para calcular el momento resultante de todos los pares
inducidos al trasladar las fuerzas que componen el sistema
al origen O deben definirse los vectores de posicion de
cada una de las fuerzas. Estos vectores son:

r, =0, r2=@=7i, r3=af=3i+2j'
y re=xl+yj

en donde x y y son las coordenadas de cualquier punto
perteneciente a la linea de accion de la fuerza resultante,
R. Al igualar el momento de R a la suma de los momentos
de las fuerzas, se obtiene una expresion en términos de x y
y que es la linea de accion de R.

M, =rXR=rXF,+rXF,+rXF,
Sustituyendo valores
(ci+yj)x(60i+86.6 j)=0x(-501-120)+
+(7i)x(1607+120)+
+(37+2)x(-50)
(86.6x - 60y )k = (840)k+[3(86.6 — 2( 50))k
=1,199.8k

86.6x — 60y =1,200 (@)

La interseccion de R con el eje x se obtiene sustituyendo y
por O en la ecuacion anterior, luego.

2= 1200 _ 13 95m —
86.6

El resultado se representa en la figura ed4.1(b)

Si se desea calcular la interseccion de R con el eje y, en la
ecuacion (a) x se reemplaza por cero, obteniéndose:

_1200_ &
—60

(b)
Figura ed4.1(b)

207




208

Figura ed4.2
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En la figura ed4.1(b) también se presenta este resultado.

El principio de los momentos también permite calcular la
distancia perpendicular d desde el centro de momentos
(origen O) hasta la linea de accidn de R.

La magnitud de M, se define como el producto de la
magnitud de la fuerza resultante y la distancia
perpendicular d desde O hasta R, por tanto

M, =1200 = dR = d(105.4)

.
_ 1200 1) 39 —
105.4

d

La resultante est4 localizada a 7/.39m medidos a partir O'y
por tanto es tangente a la circunferencia representada en
figura ed4.1(b). Existiendo dos puntos en los que una
fuerza en la direccion R es tangente a la circunferencia. El
punto correcto es aquel en el que actua la fuerza que
produce un momento en la direccion correcta (sentido
antihorario). Por tanto la fuerza R’ no es la correcta ya que
produce un momento en direccion contraria.

Ejemplo demostrativo del tema 4.3. Resultante de un
sistema de fuerzas espaciales.

Ejemplo demostrativo 4.2. Determine un sistema resultante
de las fuerzas que actiian sobre la barra representada en la
figura ed4.2 en la que las magnitudes de las fuerzas son
F1=600N, F,=5500N, F;=1750N, F,=4390N.

Solucion: De acuerdo a la ecuacion (1.3) todo vector fuerza
es igual a su magnitud multiplicado por un vector unitario
en su direccion, es decir F = F é,., tenemos:

De aqui que, de acuerdo a la figura ed4.2 y las magnitudes
de las fuerzas,
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F,=Fé, =6000(-j)

F,-Fyé, :5500[ i+3j-4.5k J

JI+9+20.25
~ 1.5+ 3}'—1€J

N2.25+9+1

6I+5j+4k )

F;=F;é, = 1750[

F,=F,é, =4390
foh [J36+25+16

Considerando que las fuerzas F;, F, y F; se trasladan al
origen del sistema de coordenadas x, y, z donde esta
actuando la fuerza F,. La suma de las fuerzas concurrentes
en este punto O es la fuerza resultante del sistema de
fuerzas,
R=F,+F,+F;+F,
=—6000 }+ (1000 + 3000 j- 4500k )+
+(~7501+ 1500 j- 500k )+
+(30001+ 2501 j+ 201F)
=32521+10017 - 3001k

r

=4537(0.7171+0.221 j- 0.66 1k )N “

El momento resultante de todos los pares de fuerzas
inducidos al trasladar las fuerzas F;, F, y Fj;al origen del
sistema de coordenadas x, y, z es segln la figura ed4.2.

C=rXxF,+rxF,+rxF;+r,XF,
= 34ix (- 6000 )+ (4.5 )x (1000 i+ 3000 }- 4500k )+
+(1£)x (= 7501+ 1500 j— 500k)+ O
=30001+ 3750 j

= 4800(0.6251+0.781 )N -m .

De los resultados de R y C vemos que:
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&, =(0.7171+0.221j-0.661k)
y é.=0.6251+0.781])

Podemos determinar el d&ngulo mas pequefio entre R y C
que es 0

0=cos'(é¢,.)
=cos”!|[0.7171+0.221}-0.661k)-(0.6251+0.781 )
=cos '(0.448+0.173)=cos " (0.621) = 51.6°

como 6 no es de 90°. En consecuencia la resultante de las
fuerzas y el par resultante no pueden remplazarse por una
sola fuerza resultante. Sin embargo, es posible simplificar
este sistema por una fuerza resultante y un par paralelo a la
resultante de las fuerzas (sistema equipolente torculador)

La “componente paralela” de C a R es:
C|| - (C éR)éR

(3000i+37507)-(0.7151+0.221}-0.661k )¢,
=[(2151+828.75)]é,

=(2979.75)e,

= 2980(0.7151+0.221 }-0.661F)

C.=(21371+659j-1970k)N - m —

Los componentes perpendiculares de C es la parte que es
normal a R, por lo que

C,=C-C,

c,=C-C,
= (30007 +3750})-(21371+659 j- 1970F)
= 8631+ 3091 j+ 1970k

Si 4 es un punto cualquiera de la linea de accion del
torculador ubicado por

r = xiey ok
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Entonces la condicion:

proporciona la ecuacion del eje del torculador equipolante
(x7+ v j+ 2k )x (32500 + 1000 j- 3000%)=C,

es decir

A A A

I ] k
x oy z |=8631+3091j+1970k
0.250 1000 — 3000

a partir de lo cual obtenemos

coeficientes de I; - 3000y - 1000z = 863 (1)
coeficientes de J; 3000x + 3250z = 3091 (2)
coeficientes de k; 1000x - 3250y = 1970 (3)

El sistema de las ecuaciones (1), (2), (3) anteriores se
pueden escribir como

0x—3y—1z=0.863 (1)
3x+0y+3.252=3.091 2°)
Ix—3.25y+0z=1.970 (3")

El sistema de ecuaciones (1’), (2°) y (3’) tiene un
determinante 4=0 entonces este sistema, ya sea; no tiene
solucion, o tiene un numero infinito de soluciones y
considerando que el eje del torculador solo puede
intersectar dos planos del sistema de referencia, solo dos
de las ecuaciones son independientes y necesarias. Asi una
pareja de ecuaciones como (1) y (2) constituyen la forma
general de una recta en el espacio tridimensional para
determinar los puntos del eje que intersecta a los planos

(x-2) y (x-y)

(1); -3000y - 1000z = 863
(2); 3000x + 3250z = 3091
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Punto (1) en plano (x, z)
de(1)Siy=0= z=-0.863m
de (2) Siz=0.863 = x = 1.965m

Punto (2) en plano (x, y)
de (2)Siz=0= x=0.95Im
de (1)Siz = 0= y=-0.288m

Resumiendo el eje del sistema equipolente torculador pasa
por los puntos

P,(1.965, 0, -0.863)m y
P,(0.951, -0.288, 0)m —
4.4. Sistema de Fuerzas Paralelas Distribuidas

En la mayoria de los casos, hasta ahora hemos considerado
a las fuerzas actuando en un punto, pero en la practica la
fuerza puntual es la resultante de un sistema de fuerzas
distribuidas las cudles pueden considerarse ser muchas
fuerzas pequenas actuando en un espacio cerrado.

Consideremos una superficie plana pequefia de area 04
sujeto a la accion de una fuerza diferencial teniendo una

componente normal J0F, y componentes tangenciales oF, y
oF, (figura 4.11).

La intensidad de carga normal actuando sobre la superficie
ya definida en la ecuacion (3.6)

, OF
llmaA_ﬂ)[J_Az}zo- op (4.9)

En la mecéanica del cuerpo sélido estas fuerzas son
referidas como esfuerzo normal, o, y en la mecanica de los
fluidos se le llama presion p.

Los términos [img, A({%} y limg, _)0{5—/;} son llamados

esfuerzos de corte (7).
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Probablemente el sistema de fuerzas paralelas distribuidas
mas comun encontradas en ingenieria es el ejercido sobre
un cuerpo como un resultado de la atraccion gravitacional
de la Tierra.

4.4.1. Centro de masa, centro de gravedad y centroide
de un cuerpo rigido

Centro de masa. En conexion con la resultante de un

sistema de fuerzas distribuidas paralelas, continuas y

homogéneas en la seccion 3.7.1 se obtuvieron las

ecuaciones 3.21 y 3.21a para las coordenadas del centro de

masa de un cuerpo rigido, para propositos dinamicos.

Centro de gravedad. La localizacion del centro de
gravedad es simplemente una aplicacion del principio de
momentos; esto es el momento de la resultante es igual a la
suma de los momentos de sus partes.

Como un ejemplo consideraremos la placa representada en
la figura 4.12 para definir un procedimiento general. La
placa esta compuesta por un nimero infinito de elementos
pequeios cuyo peso individual corresponde a

dW =k& gt dA

en donde dW es el peso de uno de los elementos
mencionados, ¢ es la densidad del material (masa por
unidad de volumen), g es la aceleracion debida a la
gravedad, ¢ es el espesor de la placa y dA4 es el area del
elemento diferencial (area de la superficie contenida en el
plano xy).

El peso total de la placa es:
W=—kW=—-k[Sgtdd,
en donde la integral se evaliia sobre el area de la placa.
Las coordenadas de un punto perteneciente a la linea de

accion del peso resultante se calcula utilizando el principio
de los momentos, con respecto al origen O, del peso de un
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elemento es
dM,=rxdW

=(xlA+y]A')x(—12§gtdA)
=—ySgtdAl+xSgtdA]

Y en consecuencia el momento resultante con respecto al
origen es:

M,=-I[ysgtdd+j[xSgtdd (a)

El punto de interseccion del peso resultante con el plano xy
se obtiene aplicando el principio de los momentos. Esto es:

M, =r;xW

= (k6 14 v (W)
=y Wi+x, W j (b)

Las ecuaciones (a) y (b) son iguales solamente si las
componentes correspondientes lo son. En consecuencia.

_ |yogtdd
yGW=Iy5gtdA 0 J’Gzy:w
(4.10a)
Ix5gtdA
XGWZJ.Xé‘gtdA o xG:x:J.é'—dA
gt

El centro de gravedad del cuerpo esta ubicado sobre una
linea paralela al eje z que pasa por el punto (¥,7). Sity d
son constantes, z se obtiene por consideraciones de
simetria. Si ¢z y 0 son variables, la placa puede girarse en tal
forma que el eje x o el eje y que de vertical. En este caso el
principio de los momentos define.

IZJg dV

zZ =

donde dV = dA dt
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Los términos “centro de masa” y “centro de gravedad”, se
refieren por supuesto a diferentes conceptos fisicos (el
primero se relaciona con la distribucion de masa de un
cuerpo y el segundo con la resultante de las atracciones
gravitacionales distribuidas)

Si la placa representada en la figura 4.12 tiene un espesor t
variable y tiene una densidad J constante, y como
tdA=dt dA=dv, las ecuaciones 4.10a y 4.11b se pueden
expresar como:

B Ix5ng
.XG ZXZW (4113)
jy5ng
Yo =Y Sgdv ( )
Iz5ng
Zg=Z="—"—— (4.11¢c)
ogdV

Como g se considera constante y en la mayoria de los
cuerpos 9 es constante por lo que en las ecuaciones (3.21a)
para las coordenadas Xx,y, z del centro de masa y las

ecuaciones (4.11a, by c) de x, y, z del centro de gravedad

coinciden con el centroide, que es una propiedad
puramente geométrica del cuerpo.

Centroide. El centroide se determina en una forma
semejante al utilizado por el centro de masa y centro de
gravedad de los cuerpos homogéneos, asi de las
ecuaciones antes mencionadas (3.21a) y el producto dg en
los segundos miembros de la ecuacion (4.11a, b y ¢) se
cancelan y de estas expresiones se obtiene:

_deV .

_ _J.de.
far’

_jdV’

(4
[av

y

(4.12)

z =

que son las coordenadas del centroide de volumen general
de un cuerpo, o la integral deV se le llama primer

momento del volumen V con respecto al plano yz. De igual
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forma se definen los primeros momentos con respecto a los
otros planos.

Los cuerpos cuyo espesor ¢ es constante como la placa
figura 4.12 y ademas una distribucion de masa continua y
homogénea (densidad 6 constante) su dV = tdA por lo que
de acuerdo a las expresiones para X y y de la ecuacioén

(4.12) obtenemos

X = N

dA dA
Lead - Lyt @)

que representan las coordenadas del centroide de area
plana de un cuerpo. A la integral deA se le llama primer

momento del area A con respecto al plano, yz. Igualmente,
se definen los primeros momentos con respecto a cualquier
eje.

Los cuerpos delgados con seccion transversal 4 constante
se representan en forma mas sencilla como segmentos de
linea. Cuando se tiene una distribucion de masa uniforme
dV = AdL donde L la longitud de la linea, para L en un
plano (xy) de las expresiones (4.12) se tiene

(4.14)

Coordenadas del centroide de longitud de un cuerpo
esbelto cuyo eje longitudinal esta contenido en un plano.

La integral J.de se llama primer momento de linea L con

respecto al eje y. De igual forma, I vdL es el primer

momento con respecto al eje x. Se amplia el método para
considerar un eje longitudinal de un cuerpo esbelto
tridimensional. Las ecuaciones 4.14 también son validas
para esta linea, y se puede afiadir una ecuacion semejante
para la coordenada z.

B J.de . vdL J.ZdL

x = s Yy=T—Ty Z=

(4.15)
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En este caso, la integral deL es el primer momento de la

linea L con respecto al plano yz. En la ecuacion (4.15) se
dan definiciones similares para las otras integrales.
Obsérvese que el centroide de linea rara vez yace sobre la
linea L, a menos que la linea sea enteramente recta.

Las lineas, las areas y los volimenes con un plano de
simetria tienen sus centroides en ese plano y tienen un
primer momento cero con respecto al mismo. Las lineas,
las areas y los volumenes con dos planos de simetria
tienen sus centroides en la linea de interseccion de dichos
planos. Las lineas, las areas y los volimenes con tres
planos de simetria que se intersectan en un punto tienen el
centroide en ese punto. Estas propiedades se determinan
por inspeccidn, se encuentran facilmente en los centroides
de los cubos, circulos, esferas y otros cuerpos simétricos.

Centroides de cuerpos compuestos. Con frecuencia el
centroide o centro de gravedad de un cuerpo compuesto es
mucho mas facil y exacto de localizar experimentalmente.

Los centroides de los objetos compuestos se localizan en
una forma semejante a la que se siguid cuando se trataba
de masas puntuales. Se divide el objeto en partes sencillas,
con objeto de localizar por inspeccion el centroide de cada
parte o figura geométrica que pueden ser de volumen, de
area con espesor constante o de longitud con seccion
transversal constante; teniéndose que el volumen total,
area total o longitud total de figura geométrica del cuerpo
compuesto inicial es igual a la suma de los volumenes,
areas o longitudes de las partes en que se subdividen cada
region respectivamente (las partes o figuras geométricas
que sean huecos, se deben substraer), y los momentos de
primer orden de volumen, area o longitud de un cuerpo
compuesto respecto a cualquier punto, eje o plano sera
igual a la suma algebraica de los momentos de primer
orden de las regiones o partes respectivas referidas al
mismo punto, eje o plano; de tal forma que:

Para las coordenadas del centroide de volumen de un
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Cuerpo compuesto (X,Y,Z) de un volumen ¥ compuesto
de volumenes de las figuras sencillas V.

Primer momento  Suma de los primeros

del volumen total momentos de las partes

= Z)_CiVi

A (4.16)

= Zzil/i

Para las coordenadas del centroide de area de un cuerpo

compuesto. (X Y, Z ) de un area A compuesta de areas de

figuras sencillas 4;.

NI
N
Il

Primer momento Suma de los primeros

deladreatotal ~ momentos de las partes

= > x4

Zyl.Ai (4.17)

= D Z4

Y para las coordenadas de longitud de un cuerpo esbelto

compuesto (X Y,Z ) de una longitud L compuesta de
longitudes de figuras sencillas L;.

NININ
Il

Primer momento ~ Suma de los primeros

de la longitud total ~ momentos de las partes

XL = > XL
YL = >y (4.18)
ZL = >z,

Este procedimiento para la determinacion de las
coordenadas centroidales de cuerpos compuestos evita la
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Integracion, siempre y cuando se conozcan los volimenes
areas o longitudes con la respectiva localizacion del
centroide de cada parte en lo que se subdivide a la region o
figura geométrica compuesta. Al utilizar  este
procedimiento es conveniente identificar claramente en un
croquis las partes en que subdivide la region original.

La tabla 4.1 se consigna el 4rea y las coordenadas del m Pogm
centroide de algunas formas geométricas comunes

><
&

Ejemplos demostrativos del tema 4.4.1. centro de masa,
centro de gravedad y centroide de un cuerpo rigido.

y=x+2 Ya— ¥y
| P
Ejemplo demostrativo 4.3. Localice el centroide del area I
representada en al figura ed.4.3 que es limitada por la &
curva y = x° y la linea recta y = x + 2. En las ecuaciones x
Yy y se expresan en metros. | Figura ed.4.3

Solucion: En este caso se escoge un area diferencial
vertical, porque el elemento es valido en toda la region. Si
se escoge un area diferencial horizontal, deben definirse
dos elementos diferentes. El area del elemento diferencial
es:

a’Az(y2 —yl)dxz(x+2—x2)dx

y el area total es:

2
A= j(x+2 x)dx—{72+2x—x—;}]—450m

-1

Como el area diferencial es rectangular su centroide esta
localizado por el vector de posicion r, por lo que

r=xi+(y1+y 2”)] xl+(y12y2)j

El momento de primer orden del area diferencial con
respecto al origen O, es

dM,=rdA =(xi+%j)(y2 —yl)dx,
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expresando y; y v, en términos de x, se obtiene
dM, = {(xz +2x—x3)i+é(x2 +4x+4—x4)j}dx

el momento de primer orden del &rea con respecto al origen
O, es

2 2 4
MO:JdM(): {(x2+2x—x‘;)f+[x +4x2+4 o J]}dx
3 2 4 2 3 2 5 17?
SN S 0T I S SN A V)
372 4)| |3 2 5)2],

=(2.251+7.20 })m’

En consecuencia la posiciéon del centroide de la region
(figura geométrica) es

M, 225i+7.20j

=xl+yj=
e m I E 4.50
=(0.57+1.6 })m —
De lo que se desprende
x=05my y=1.6m —

Cuando se requiere calcular so6lo una coordenada del
centroide de una figura geométrica, se calcula el momento
de primer orden con respecto a un eje de referencia
perteneciente al plano, en esta forma se abrevia la
obtenciodn del resultado.
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Tabla 4.1. CENTROIDES DE ALGUNAS FORMAS
GEOMETRICAS COMUNES
Longitud, | * Y z
Forma geométrica drea, 0 g 0
volumen X. | Yo | z.
o
Cuadrante [ R or | R
de un arco R NE i — — | —
R Yo 2 T T
circular N
|2 |
Y [
_
e P b+c
., bh —| h
Triangulo A — 3 =
Foill o 2 3
]
¥
Cuadrante }_ R IR | 4r
de un r o i |
circulo e 4
X
| e
¥
Cuadrante I: b la b
de una 5 — — | =
elipse Yo x 4 3z 3z
| %
I _._g_....| ‘
Cuadrante _ ' 2bh 3b 3
de una ‘ % pola — — —
. - 3 5 8
parabola il ey x
% 9__1&[
% |
| |
Cartela | bh 3b | 3h
parabolica 3 10
Cono RN h
circular 0 4 0
recto 3
3
Hemisferio 2”3R 0 % 0
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Ejemplo demostrativo 4.4. Localice el centroide de la placa
de espesor constante representado por la superficie plana
sombreada definida en la figura ed4.4.

Solucion: La region compuesta de la figura ed4.4. se divide
en los dos triangulos rectangulos 4 y B, un rectangulo
grande C'y un rectdngulo pequefio D cuya area se retira. En
la tabla siguiente se consignan en forma completa y
conveniente todos los datos de cada area; referida al
sistema de coordenadas se determinan las posiciones de los
centroides de cada area.

Tabla 4.2.

Simbolo Area | Posicién del Momento con

utilizado en (mm’) | centroide (mm) | respecto al origen
el croquis (10° mm’)

A 2700 30i + 20§ 81i + 54j
B 900 70i + 20j 63i + 18j
C 4800 30i — 20§ 144i — 96§
D -1200 45i— 10§ -54i + 12§
Totales 7200 234i - 12

El momento de primer orden de la regién o figura
compuesta original con respecto al origen segun la tabla
anterior, es

M, =(2347-127)10° b’ (i)
y puede expresarse como

My =r. A=(31+7 200 (if)
Al igualar estas dos expresiones se obtiene

X =32.5mm y y=-1.667mm —

y r. =(32.51 = 1.667 })mm «
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4.5. Equilibrio de un Cuerpo Rigido

En esta seccion determinaremos y aplicaremos las
condiciones necesarias para producir equilibrio en
sistemas de fuerzas coplanares y espaciales, los principios
y técnicas desarrollados en esta seccidon son los
fundamentos basicos de la estatica.

Se tienen dos definiciones ligeramente diferentes del

concepto de equilibrio, estas son:

i)  Se dice que un cuerpo esta en equilibrio cuando éste
esta en reposo (o con velocidad relativa constante, lo
que implica que todos los puntos tienen aceleracion
cero)

ii) Un sistema de fuerzas se dice estar en equilibrio
cuando la fuerza resultante es cero y el momento
resultante respecto a cualquier punto arbitrario es
cero.

La condicion (i) implica (ii), pero la condicion (i) no
implica (i). Por ejemplo cuando fuerzas externas actuan
sobre un volante rotando a rapidez constante satisface la
condicion (if) pero no la (i), también un resorte siendo
comprimido por fuerzas iguales y opuestas, satisface la
condicion (i7) pero no siempre la condicién (7).

Ecuaciones de equilibrio de un sistema de fuerzas
coplanares. Si tenemos un conjunto de fuerzas actuando
sobre un cuerpo paralelas al plano xy, en consecuencia
para el equilibrio del sistema de fuerzas es simplemente

YF=0 (4.19)
y ZM 0o="0 (4.20)
o, en forma escalar,
Y F. =0

D F,=0 (4.21)
Y M,, =0

Para un sistema de fuerzas paralelas al plano xy
Mo,=Mp,=0, de tal forma que M,. frecuentemente es
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reemplazado por My, para evitar algiin equivoco.

Si el conjunto consiste de tres fuerzas y ningun par
(momento de un par de fuerzas) entonces, de la figura 4.13

Fiy+Fy+F,=0 (4.22a)
F,+F, +F, =0 (4.22b)
- Fd, - F,d,+F,d,=0 (4.22¢)

Como se tiene 3 ecuaciones linealmente independientes
deberd tenerse exactamente como maximos tres valores
desconocidos en el problema a resolver. Por ejemplo, si F;
y F, son conocidos, luego los valores desconocidos
(incognitas) son F3, [,y ds. Las ecuaciones 4.22 (a) y (b)
determinan £, y F3, por lo que F es conocido ahora en
magnitud y direccion. La ecuacion 4.22(c) se utiliza para
encontrar d;.

La solucion a este problema puede también encontrarse
graficamente trazando un diagrama de fuerzas a una escala
conveniente, como se muestra en la figura 4.14 para
encontrar F;. Ya que la resultante debe ser cero, F; es el
vector requerido para cerrar el diagrama de fuerzas, la linea
de accion puede facilmente encontrarse. Debido a que el
momento respecto a cualquier punto arbitrario debe ser
cero. Esta sera cero respecto al punto de interseccion de las
lineas de accion de F; y F»; de aqui que F; pasara a través
de este mismo punto, es decir, las tres fuerzas deben ser
concurrentes.

Ecuaciones de equilibrio de sistemas de fuerzas espaciales.
En problemas tridimensionales de equilibrio se tienen seis
ecuaciones escalares, a saber

YF.=0 > M,=0
D F,=0  >M, =0 (4.23)
YF,=0 > M, =0

Para efectuar el andlisis de situaciones de equilibrio de

cuerpos rigidos debida a la accion de sistemas de fuerzas es
necesario hacer los dc/ respectivos donde aparecen las



Sistemas de Fuerzas y Equilibrio Estatico

fuerzas externas ejercidas sobre el cuerpo. La tabla 4.3
describe algunos de los tipos mas comunes fuerzas que
ejercen algunos cuerpos y conexiones principalmente de

los soportes y apoyos.

Tabla 4.3.

Tierra

Siempre es una fuerza ver
tical igual al pesn y pasa
W por el centro de gravedad

del cuerpo.

Cuerds flexible.
cable (se
desprecia
el psad

Siempre es una sola fuerza
(de tension) en la direccion
de la cuerda

o
(Cuerpo

Superficie lisn [
Wﬁ;

Siempre es una sola {uerza
perpendicular a la superficie
liza

1 I.'.unpn

Rodille  Cuerpo

o esfemi‘:;{r'
o

Cuerpo

Siempre e una fuerza per-
6 pendicular & la superficie

sobre la que el rodillo meda,
Q

Fasador liso 0k

Cuerpo

Es una fuerza definida en el
R, eje del pasador, su inclina-
cion es desconocida; usual-

= [ mente se representa come
dos componentes indepen-

dientes

Pasador liso con
fuerzas externas
aplicadas en é1

Una fuerza definida e¢n el eje-

del pasador com pendiente
desconocida, o dos compo-
nentes  independientes  co-
mo se representan agui. Ob-
serve las acciones de igual
magnitud ¥y sentido opues-
to entre los miembros que
=e¢ interconectan con el pa-
sador cargado externamen-
le v ésle

Cojinete liso Cuerpo

R, como dos componentes in-

R, Una fuerza normal al eje con
pendiente desconocida;
i usualmente se representia

dependientes

Pasadar o patin

€N una guia o Cuerpo
ranura lisa \
1

Una fuerza mormal a la guia
R O FRnUra

Articulacion esférien Una fuerza definida en la ar-
Articulacion B?ﬂﬁ ticulacidén con inclinacién
eaférica iﬁ 1 desconocida; se representa

’ Suerpa B, como tres componentes in-
B, dependientes

Apoyo para una Una fuerza y un momento res

vign 0 poste presentados por sus tres
empotrado en un My componentes: en los proble-
exlremo, caso F, mas bidimensionales (lodas

tridimensional F - las fuerzas pertenecen al
] N planc xy)} omita F,, M, ¥y

M,.
M
YOF
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Para el andlisis de equilibrio de un cuerpo rigido sujeto a la
accion de un sistema de fuerzas tridimensionales, se
deberdn tener como maximo seis valores desconocidos en
el problema a resolver, ya que se cuenta con seis
ecuaciones linealmente independientes siendo la
metodologia de la solucion del problema todavia la misma
que para un cuerpo sujeto a un sistema de fuerzas
coplanares excepto que la geometria es mas complicada y
no se pueden trazar diagramas de fuerzas en un plano.
Ahora se puede apreciar los beneficios de la utilizacion del
algebra vectorial en la solucion de problemas
tridimensionales. Como un ejemplo consideraremos el
problema siguiente.

Ejemplo demostrativo 4.5.  Una barra circular con dos
cambios de direccion a 90° como se muestra en la figura
ed4.5(a); se apoya en tres cojinetes tal como se indica en
esta figura. Calcular la reaccion en el cojinete C.

Solucion: El diagrama de cuerpo libre (dc/) definido en la
figura ed4.5(b) contiene seis componentes desconocidos de
las fuerzas de reaccién en los cojinetes; las ecuaciones
vectoriales del equilibrio son equivalentes a seis
ecuaciones escalares (4.23). Si el centro de momentos se
selecciona en A o en B, la ecuacion vectorial de momentos
correspondiente contendrd cuatro incognitas Unicamente,
dos de las cuales son las componentes de la reaccion del
cojinete C, esta facilita el proceso de solucion.

Las componentes de las reacciones se calculan de las
ecuaciones vectoriales de equilibrio siguientes:

S F=0=\4, j+ 4. k)+(B, i+ B.k)+(Ci-C,j)-4j-5k
=(B,+C,)i+(4, +C, —4)j+ (4. +B. - 5)k

YZMA =S rx F =200+ 120 j)x (B, i+ B. k) +
+ (= 2008+ 200 j- 250k)x(C, i+ C, j)+
+(=200i)x(~4j-5k)=0
= (1208, + 250C, )i+ (2008, - 250C, - 1000) j+
+ (1208, 200, - 200C, +800)k = 0
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De estas dos ecuaciones vectoriales se obtienen las seis
ecuaciones  escalares  linealmente  independientes
siguientes:

B +C.=0 (a)
A4, + Cy =4 (b)
A +B =5 (©)
120B, +250C, =0 (d)
200B, — 250C, = 1000 (e)
—120B, - 200C, — 200C,, = 800 (f)

Las ecuaciones (a), (d), (e) y (f) se resuelven
simultdneamente para cuatro valores desconocidos, dos de
ellas son las componentes de F., cuyos valores
determinados son:

C.=-32.0kN y Cy = 16.8kN
de donde

F,. =-36.14(- 0.885i+ 0.465 j)kN —

4.6.  Armaduras, Marcos y Maquinas Simples

Las estructuras de ingenieria se crean con miembros
rigidos individuales con el propdsito de soportar cargas
con seguridad y eficiencia.

Aunque hay muchas clases de estructuras, nos limitaremos
en esta seccion al estudio de estructuras compuestas de
barras y vigas unidos por pasadores lisos que actlian como
articulaciones, ademas consideraremos que las barras o
vigas, elementos de estas estructuras, estdn dispuestas en
un plano (planos paralelos)

A este tipo de estructuras planas, pertenecen las
armaduras, marcos y maquinas simples que analizaremos
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su condicion de equilibrio para las fuerzas que actian en
las barras o vigas sobre los pasadores o articulaciones de
los elementos de este tipo de estructuras.

Armaduras: Una armadura es una estructura que puede
analizarse como si todos sus miembros fueran miembros o
cuerpos de dos fuerzas con cargas aplicadas en la
estructura solamente en sus uniones.

Una armadura plana simple se define como aquella que es
formada empezando con un triangulo bésico; conectadas
sus tres barras rectas por pernos en sus extremos; triangulo
ABC figura 4.15 y figura 4,16, que tiene tres miembros y
tres uniones. Para cada unién adicional en una armadura
simple hay dos miembros adicionales. De aqui, si m es el
numero total de miembros y j es el nimero total de
uniones, tenemos m — 3 = 2(j — 3). Asi en una armadura

plana simple
m=2j—-3 (4.24)

Siendo m = 2j — 3 la condicidén necesaria para que una
armadura plana sea estaticamente determinada estando
soportada de una manera apropiada.

El andlisis de las fuerzas en una armadura estdticamente
determinada es generalmente llevada a cabo por (1) El
método de nodos o uniones, (2) método de las secciones o
(3) una combinacién apropiada de ambos métodos (1) y (2)
cuando la armadura es grande en miembros y uniones.

Antes de aplicar cualquier de estos métodos, es necesario
determinar las fuerzas externas de reaccion en los soportes
de la armadura, esta se obtiene trazando el diagrama de
cuerpo libre de la armadura completa, considerando a esta
como un cuerpo rigido y aplicando las condiciones de
equilibrio se determinan las fuerzas en los soportes.
Ademas tomar en consideracion las  siguientes
suposiciones.
(a). Cada armadura esta compuesta de elementos rigidos
que pertenecen a un mismo plano. Esto significa que
el sistema de fuerzas en cuestion es coplanar.
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(b). Los pesos de los elementos se desprecian porque son
de pequeio valor comparados con las cargas.

(c). Las fuerzas se transmiten de un elemento a otro a
través de pasadores lisos que ajustan perfectamente en
los elementos los que se considera ser cuerpos de dos
fuerzas, que pueden estar sometidos a tension (7) o a
compresion (C)

Meétodo de las uniones o nodos. Para analizar las
condiciones de equilibrio de las fuerzas tanto externas
como internas, en los miembros de una armadura plana
simple por el método de las uniones, se traza el diagrama
de cuerpo libre de cada pasador de los nodos, empezando
con una uniébn que no tenga mas de dos fuerzas
desconocidas y al menos una fuerza conocida.

Se impone esta limitacién porque el sistema de fuerzas
actuando en cada nodo es concurrente, de modo que solo
puede disponerse, como es natural, de dos ecuaciones
linealmente independientes para su resolucion. Asi se va
pasando de un pasador a otro hasta que se hayan
determinado todas las incognitas.

Meétodo de las secciones: En el método de las uniones, se
hallan las fuerzas en los distintos miembros de la armadura
utilizando los diagramas de cuerpo libre de los pasadores,
tal como se ha expuesto. En el método de las secciones, se
toma el diagrama de cuerpo libre de una parte de la
armadura.

Para aislar esta parte, debe hacerse un corte a un cierto
numero de miembros, incluyendo miembros de fuerzas
desconocidas. Las fuerzas en los miembros cortados
actuan como fuerzas externas (todas saliendo de la unién
inmediata) asegurando el equilibrio de la parte aislada;
preferentemente la que tenga menos fuerzas aplicadas;
asegurando el equilibrio de la parte aislada. Puesto que el
sistema de fuerzas aplicadas a esta parte aislada no es
concurrente y no paralelo, se dispone de tres ecuaciones de
equilibrio, por lo que, en una seccién o parte de la
armadura no puede haber mas de tres fuerzas
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desconocidas. Hay que asegurarse de haber aislado
completamente la parte apropiada en el dc/ y al mismo
tiempo, de no tener mas de tres fuerzas desconocidas.

Una armadura plana servira para examinar algunas de las
aplicaciones de equilibrio. Otra vez el concepto de
diagrama de cuerpo libre es de importancia, veamos un
ejemplo demostrativo de aplicacion de los métodos de las
uniones y de las secciones.

Ejemplo demostrativo 4.6. La armadura mostrada en la
figura 4.17 esta constituida de barras las que se consideran
estar conectadas en sus extremos por pernos lisos.

Un diagrama de cuerpo libro de una barra tipica (figura
4.18) muestra de inmediato que la carga es puramente axial
en todas las barras con tal de que las cargas son aplicadas
solamente en las uniones.

Las ecuaciones de equilibrio son:

D F.=0 . P-0=0
DF,=0 . R+S5=0
dDMy=0 ..  Sa=0

Por consiguiente S=0, R=0y P=Q

El diagrama de cuerpo libre para la armadura completa es
mostrado en la figura 4.19. Para el equilibrio de Ia
armadura las ecuaciones son:

YF.=-H=0 (i)
D F,=R,+R,-P=0 (if)
> M, =(2a)R, - Ga}zv =0 (iii)

Por lo tanto:
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1

de (i), R, ZZP
3
de (i), R, :ZP

de (), H=0

Se observa que la forma de soportar la armadura asegura
que se tengan exactamente tres fuerzas de reaccidon
desconocidas. Las reacciones en este caso se dice son
estaticamente determinadas. También escasa o débil forma
de soportar la armadura permitira la posibilidad de colapso
de la misma y por supuesto demasiados soportes provoca
que las reacciones dependeran de las propiedades elésticas
de la armadura.

Si las fuerzas que act@ian en los miembros de la armadura
en forma individual son solicitados entonces estas fuerzas
deberdn mostrarse en un dc/ apropiado, en el caso de la 1

aplicacion del método de las uniones, por un dc/ de la | 4,

union o nodo respectivo, y en el caso del método de las ) /
secciones del dcl de la parte seccionada mas conveniente

que muestra como maximo 3 miembros que sus fuerzas A _—
sean desconocidas; en la aplicacion del método de las dop

uniones, consideraremos la uniéon 4 (figura 4.20) en la que Figura 4.20

se tienen dos fuerzas desconocidas actuando sobre este
nodo, por lo tanto

1

ZFX:ET3+T4:0 (a)
D F, =%P+§T3 =0 (b)

Por consiguiente de la ecuacion (b)

32)p 3P

IPNERENE M
_(1(_3PY)_ 3P
y de (a) T, = (2( 2@)) 3 (2)

T, =
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y Consideremos el dcl de la union B (figura 4.21). En este
L P nodo hay dos fuerzas desconocidas (7; y T>) y dos fuerzas
- l conocidas (P y T;) y dos ecuaciones de equilibrio

B e — | linealmente independientes ZFX =0y ZFy =( por lo
:'.I: E\; que:
I’{ 1, \ 1z

Y F. =T, +1T2—1T3=0 (c)
Figura 4.21 2 2
D.F, =—P—§T —gT =0 (d)

Por lo que sustituyendo el valor de Tz de (1) en (d) se tiene:
p 3, f 3P _,
2 2= 23
\/§ 3P

-P——1T, + =0
4

2
Vi P
2T, -==0
2 4
Por lo que T2=—2P P (3)

W3 23

y sustituyendo el valor de Tz de (1) y de T, de (3) en (¢) se

tiene:

+1(_LJ_1(_3_PJ_
I NEY I NE]
s_ P 3P
NPNERNER
P

T, +——=0
U NE]

P
T,=——r (4)

De esta forma se continta analizando las demas uniones de

la armadura hasta encontrar el valor de todas las fuerzas
desconocidas.
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No siempre es necesario determinar los valores de todas
las fuerzas internas en los miembros de la armadura. En el
caso de que se solicitara solo los valores de las fuerzas
internas de algunos miembros BC y BD, entonces es mas
conveniente utilizar el método de las secciones para el
analisis de equilibrio. Para lo cual, se toma al dc/ de la
parte de la armadura donde se tengan estos miembros
en particular (figura 4.22) que muestran las fuerzas de
estos miembros BC y BD. Por lo que aplicando las
ecuaciones de equilibrio para esta parte, tenemos:

ZFX=T1+éT2+T4=0 (i)
3 J3 )
ZFyzzP—P—7T2=0 (ii)

NE

M, = rABx(TI lA+§T2 i—7T2 j-Pj

o=[§ai+§a ,‘-Jx[z i1, V3 p ;-J

=0

2

V3 . Pg~ 3 V3

0=——a Tk——k—— Tk——aTk
4 2 2

4
=[—£ Tl—ﬁ T, —ﬁJk (iii)
2 2 2

de (@i) se tiene

T,=—— 3)

NE]

sustituyendo (3°) en (iii) nos da

I=——~ @)

NE]

y sustituyendo (4°) en (i) se obtiene:

{75 H855)

P

T

1
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_2P+P 3P

Y ERE @)

Comprobandose que por el método de las secciones se
obtuvieron los mismos resultados para el miembro AC, BC
y BD que con el método de uniones y nodos.

Para el andlisis de equilibrio de armaduras realizado por
ambos métodos; uniones o secciones; se debe observar lo
siguiente:

a). Las fuerzas de los miembros que empujan hacia el
nodo, es decir se dirigen hacia el nodo son fuerzas de
compresion (C), y las fuerzas que jalan del nodo, es
decir salen del nodo o unioén son fuerzas de tension
(D).

b). Se tienen dos maneras de elegir el sentido de las
fuerzas en los dcl, ya sea para el anélisis empleando el
método de uniones o de las secciones; una es elegir el
sentido de la fuerza por conocer, de acuerdo con las
fuerzas conocidas, deduciendo que elementos estan a
tension o a compresion; la otra manera es elegir todas
las fuerzas por conocer en los dcl, tanto para el
método de las uniones como para el método de las
secciones, todas en tension; si al terminar el analisis
de cada dcl los resultados de las fuerzas son con signo
(-) negativos, indica que el sentido de las fuerzas es
contrario. Para el andlisis por el método de las
uniones, si el resultado de la fuerza en un miembro es
negativa no cambiarlo, arrastrarlo todo el proceso con
este signo negativo.

Marcos y maquinas simples: Un  marco o  bastidor
conectado por pernos difiere de una armadura en que ya no
todos los miembros estan conectados en sus extremos y las
cargas pueden ser aplicadas en cualquier punto de Ia
estructura. Al menos uno de los miembros debera estar
sujeto por tres 0 mas fuerzas. De esta manera las fuerzas en
las uniones que mantienen el marco ensamblado tendra
componentes en x y y.
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Una maquina simple difiere de un marco o bastidor en que
¢sta es disefada para transmitir y transformar fuerzas de
entrada en fuerzas de salida mas que soportar cargas. Los
marcos son estructuras rigidas mientras que las maquinas
son estructuras no rigidas. En el estudio de maquinas
simples estamos interesados con la relacion entre fuerzas
de entrada y salida necesarias para el equilibrio.

Como veremos no es factible analizar un marco
seccionando una parte de la estructura en algunos
miembros de la misma, como hicimos en las armaduras.
En vez de ello, consideraremos separadamente el diagrama
de cuerpo libre para cada miembro de este tipo de
estructura donde, todos o algunos estan sujetos a la accion
de multifuerzas (tres o mas fuerzas) a este procedimiento
se denomina método de los miembros.

El mismo método se usaré para la resoluciéon de marcos y
maquinas.

Aun cuando el marco esta conectado por pernos éste
podria ser estaticamente indeterminado. Para estudiar esta
situacion  para cualquier marco dado, primero
reconoceremos los miembros multifuerza y trazaremos por
separado el diagrama de cuerpo libre de cada miembro del
marco y comparando el niimero de valores de fuerza
desconocidos que aparezcan en estos diagramas; con el
numero de ecuaciones linealmente independientes
disponibles, con estos diagramas de cuerpo libre.

Cuando el nimero de incognitas y ecuaciones resultan ser
iguales al sistema (marco con fuerzas aplicadas), este sera
estaticamente determinado y completamente restringido.
Si existen mds incdgnitas que ecuaciones, el sistema es
estaticamente indeterminado. Si se tienen menos
incognitas que ecuaciones independientes, el sistema no
esta completamente restringido; tal estructura es nombrada
no rigida. Las maquinas simples y mecanismos son marcos
parcialmente restringidos.

Para ilustrar el método de andlisis para el equilibrio y
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calculadas las fuerzas a que estdn sujetos los elementos de
los marcos y maquinas simples, denominado método de los
miembros, consideremos el marco de la figura 4.23(a) el
que sostiene una carga W. El marco consiste de tres
miembros conectados por pernos lisos. Este marco se
soporta por un pasador liso en A4 y por un rodillo en D.

Un diagrama de cuerpo libre del marco completo se
muestra en la figura 4.23(b). Las cargas externas y las
fuerzas de reaccion en los soportes resultan visibles en el
marco. Estas son el peso W en F; A, y A, componentes
horizontal y vertical de la reaccion del pasador liso en 4; y
la reaccion del rodillo en D. Las reacciones internas que
sostienen el marco unido en sus miembros, no son
mostrados en este dcl. Para determinar las fuerzas que
sostienen el marco unido, se separan los miembros del
marco y se trazan los dcl para cada miembro. Las fuerzas
en los pasadores son ahora externas y deberan mostrarse en
los respectivos dcl.

Los diagramas de cuerpo libre (dc/) para los tres miembros
del marco se muestran en la figura 4.23 (¢), (d) y (e). De
conformidad con la tercera ley de Newton, las fuerzas en C
sobre el miembro AD estan en direcciones opuestas de las
fuerzas en el miembro CF. En forma similar, la fuerza en B
sobre el miembro AD es opuesta a la fuerza sobre el
miembro BE y las fuerzas en E sobre el miembro CF es
opuesta a la fuerza en el miembro BE.

El miembro BE es un eslabon corto; un caso especial de un
miembro de dos fuerzas; actuando las fuerzas a lo largo de
este miembro. Si los tres diagramas de cuerpo libre para los
miembros del marco se unen, las fuerzas en B, C'y E se
anulan y tenemos un diagrama de cuerpo libre para el
marco completo.

En los ejemplos de discusion de esta unidad se explica el
procedimiento etapa por etapa del método de los
miembros, requerido para resolver problemas de marcos.
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4.7. Cables Flexibles

Un cable flexible tiene resistencia despreciable a la flexion
de tal forma que la resultante de las fuerzas internas sobre
su seccion transversal es una fuerza de tension tangente al
eje longitudinal del cable. En muchas estructuras, tales
como puentes colgantes y lineas de transmision de energia,
los cables —considerados como elementos flexibles— se
suspenden entre apoyos y quedan sometidos a la accion de
cargas verticales que pueden ser cargas distribuidas a lo
largo de la longitud del cable o cargas concentradas
actuando en ciertos puntos de su longitud.

La carga distribuida vertical que actia sobre los cables es
de dos tipos (1) la carga se distribuye uniformemente sobre
la luz horizontal y (2) la carga se distribuye
uniformemente sobre el cable; es decir, sobre su arco. El
peso de un puente colgante es un buen ejemplo de una
carga distribuida uniformemente sobre la luz horizontal.
Los cables cargados en esta forma adoptan Ia
configuracion de parabolas.

El peso de un cable homogéneo de seccion transversal
constante es un ejemplo de una carga distribuida
uniformemente sobre su arco, bajo la accion de una carga
de su propio peso, el cable adopta la configuracion de una
catenaria.

El término flecha, en el contexto significa, la diferencia en
elevacion o nivel entre el punto mas bajo del cable y un
apoyo. Cuando los apoyos no se encuentran a igual nivel,
la flecha medida a partir de un apoyo es diferente de la
medida a partir del otro apoyo. La luz horizontal es la
distancia horizontal entre los apoyos.

Cable parabdlico. Si la carga vertical distribuida que
acttia en el cable es de W unidades de fuerza por unidad de
longitud horizontal (N/m); el cable adopta como sabemos
una forma parabdlica, tal como se muestra en la figura
4.24. En la figura, los soportes estan al mismo nivel. Se
desprecian las variaciones de temperatura que pueden
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Producir variaciones en la tension.

A este sistema con fuerzas coplanares se le aplican las
siguientes ecuaciones:

Wa’
d= SH (1)
., : W,
Esta ecuacion se obtiene de y =——x
2H
Ecuacion de la pardbola
1 a’
T:EWCZ ]+]6d2 (2)

2 4 6
L:a{lﬁ(zj 32(d) 250(4) } ®
3\a S5 \a 7 \la

donde d = flecha [m]
W = carga [N/m]
a =luz (claro) [m]
H = Tension horizontal (punto (0,C)) [N]
T = Tensioén en los soportes [NV]
L = Longitud del cable [m]

Cable catenario. Este cable sostiene una carga en N/m a lo
largo del cable, en vez de horizontalmente como en el caso
parabolico. En este caso, el cable adopta la forma de una
curva catenaria tal como se ilustra en la figura 4.25 de un
cable que estd suspendido desde dos apoyos al mismo
nivel.

Para resolver este tipo de problemas, despreciando los
cambios de temperatura, y de acuerdo con el dcl/ figura
4.26.

T = Tensién a una distancia x del eje y [ V]

s = Longitud del cable desde el punto (0,C) al

punto que la tensién es 7' [m]
W = Carga en N/m a lo largo del cable [N/m]
a =luz (claro) [m]
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d = flecha [m]

L = Longitud total del cable [m]
H = Tension en el punto (0,C) [N]
Tmax = Tension en el soporte [NV]

Con referencia al diagrama de cuerpo libre de una porcion
de cable a la derecha del punto (0,C), figura 4.26
obsérvese que el eje x esta situado a una distancia C por
debajo del centro del cable punto (0,0). Esto simplifica los
calculos.

Las expresiones aplicables a la catenaria son las siguientes.
Obsérvese que T se convierte en 7,,,, cuando x=a/2yy =
c+d.

C=—" (i)

y=c cosh(fj y c+d=c COSh(Zicj (i)

T =Wy y T =W(c+d) (iii)
X 1 a :
s=c senh(—j y —=c¢ senh(—) (iv)
c 2 ac
2_ 2,2 22 L
yo=c'+s y (c+d) =c’ +— )
a

Los problemas de cables catenarios que queden
presentarse, cubre las siguientes condiciones:

(a) Se conocen la luz y la flecha, o sea, a y d
(b) Se conocen la luz y la longitud, o sea, a y L
(¢) Se conocen la flecha y la longitud, o sea, dy L

En el caso (a) se resuelve la ecuacidn (if) por tanteos para
obtener c¢. Luego la ecuacidn (iii) de T, y las ecuaciones
(iv) y (v) permiten determinar L.

En el caso (b) se resuelve la ecuacidn (iv) por tanteos para
obtener c. A continuacién la ecuacion (v) nos da d'y la (iii)
sirve para determinar 7,,,,
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En el caso (c) se resuelve la ecuacidon (v) para hallar c.
Luego puede obtenerse 7, a partir de la ecuacidén (iii).
Para obtener a, resolver la ecuacion (i7) o la (iv).

4.8. Rozamiento

El rozamiento se puede definir como la resistencia por
contacto ejercida por un cuerpo sobre un segundo cuerpo
cuando este Ultimo se mueve o tiende a moverse con
respecto al primero. Seglin esta definicion, se observa que
el rozamiento es una fuerza que actia en sentido contrario
al movimiento o a la tendencia al movimiento. El
rozamiento existe principalmente debido a la aspereza de
las superficies en contacto.

En las maquinas el rozamiento es un problema y una
ventaja. Donde causa pérdida de potencia y/o desgaste es
indeseable. Por otro lado el rozamiento es esencial para
diferentes aparatos de sujecion y sostenimiento, lo mismo
que para frenos y sistemas de transmision por rozamiento
y, claro estd, para proporcionar la traccion cuando se
camina o se maneja un automovil.

Los principales conceptos de la teoria del rozamiento seco
se han expuesto en el tema 3.3.2 principios de rozamiento
seco. Para reforzar la comprension y tratar de aclarar y
ampliar este tema que se cubre en esta unidad 4 es
conveniente considerar el siguiente experimento simple.

Un bloque de peso W descansando en una superficie plana
horizontal, como se muestra en la figura 4.27(a), esta
sujeto a una fuerza horizontal aumentando gradualmente de
magnitud P. El dcl de las figuras 4.27(b) y (c) muestran las
fuerzas que actuan. Desde luego la fuerza componente
normal N y la componente de la fuerza de rozamiento F,
son en realidad fuerzas distribuidas sobre el area de
contacto.

Estando s6lo interesados en los efectos externos y
movimiento de traslacion, tal que el total de cada una de



Sistemas de Fuerzas y Equilibrio Estatico

las fuerzas distribuidas se muestran como una fuerza
concentrada. No obstante que no se conoce el punto de
aplicacion de la fuerza Normal N, esta no afecta, debido a
que no se consideran efectos de rotacion.

La figura 4.27(d) expone como la fuerza de rozamiento
varia contra la fuerza aplicada P. Durante la amplitud OM
de rozamiento estatico el cuerpo esta en equilibrio; por
tanto N=W 'y F'=P. La experiencia indica que una vez que
el bloque empieza a deslizarse, el rozamiento cae a un
valor ligeramente menor que el del rozamiento estatico
maximo F,; y luego permanece aproximadamente
constante durante el rango cinético M’K. En el rango
cinético el bloque acelera con P-F=(W/g)a, donde a es la
magnitud de la aceleracion, mientras se tenga N=W, ya
que en este caso no existe aceleracion vertical.

La figura 4.27(e) muestra en forma esquematica una vista
altamente aumentada de una pequeila parte de dos
superficies en contacto, mostrando lo que para el ojo sin
ninguna ayuda aparece como una superficie lisa, en
realidad tiene un patrén rugoso intrincado. Durante el
rozamiento estatico algunas de las protuberancias se
enredan fuertemente y pueden aun unir pequefias areas de
las dos superficies en contacto uniéndolas como las
fuerzas cohesivas. Una vez que estas uniones son rotas
dan lugar al deslizamiento, el rozamiento por
deslizamiento es menor que el rozamiento estatico
maximo.

Leyes del rozamiento. Los principios analizados en las
secciones anteriores (3.3.2 y 4.8) se pueden resumir en las
siguientes leyes del rozamiento seco que establecen que:

a). El coeficiente de rozamiento es independiente de la
fuerza normal N, aunque el rozamiento maximo o
limite F,, y el rozamiento cinético F; son
proporcionales a dicha fuerza N.

b). EIl coeficiente de rozamiento u, es independiente del
area de contacto.
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Figura 4.28(a)
Idlg + ¢
dF = —j [180(9,81) + 500x2]d
A x | |ex | B
(= —

Figura 4.28(b)
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c). El coeficiente de rozamiento cinético y; s menor que
el de rozamiento estatico .

d). A velocidades bajas, el rozamiento es independiente
de la velocidad. A velocidades mayores, se observa
una disminucion del rozamiento.

e). La fuerza de rozamiento estatico nunca es mayor que
la necesaria para mantener el cuerpo en equilibrio. En
la resolucion de problemas con rozamiento estatico
debe suponerse que la fuerza de rozamiento es una
incognita independiente, a no ser que el problema
especifique claramente que el movimiento es
inminente. En tal caso la fuerza es la de rozamiento
limite o maxima F,,;= uN como se establece en la
ecuacion (3.5.1).

4.9. Ejemplos de Discusion y Ejercicios de Trabajo
Ejemplos de Discusion

Ejemplo 4.1. La viga representada en la figura 4.28(a)
tiene una masa de 180kg/m y esta sometida a la accion de
una presion externa que varia en la forma indicada en la

misma figura. La presion ¢ =500x" se expresa en
Newtons por metro lineal y la distancia x expresada en

metros se mide a partir del apoyo izquierdo. Calcule la
resultante del peso y de la presion que actua sobre la viga.

Solucién: En la figura 4.28(b) se representa la intensidad
de la carga combinada que actia sobre la viga. La fuerza
diferencial dF que actua a la distancia x del extremo
1zquierdo es igual al producto de la intensidad de la carga
resultante en (N/m) y la longitud en (m):

dF =|(180g - ¢)- j)x =|(180% 9.81 + 5007 )~ }

La fuerza resultante es:
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F= —]A'i(180>< 9.81+ 500x i
0

=9.797kN <«

500x3}3

0

= —}{180(9.81)x +

El momento de la fuerza diferencial dF con respecto al
punto 4 es

dM ,=xI xd F =xi x (- })180(9.81)+ 500x? }ix

El momento de la fuerza resultante respecto de A4 se
expresa como

M, = —léi[180(9.81)x + 500 |dx
0

= (18.070 & JeNim

{180(9.81)% . 500%° T
2
0

Es momento también puede expresarse como

M, =x,IxXF=x,Ix(-9.797)j =—x,(9.797)k

Al igualar estas dos expresiones para M, se tiene

~18.070%10° =—x,.(9.797x 10°)

X, = 18.070 = 1.844m «—
9,797

Ejemplo 4.2. La figura 4.29 expone una parte de maquina
en equilibrio. La parte es la varilla acodada ABC, con
angulo ABC=120°. La varilla esta en contacto con otras
partes de la maquina (no mostradas) en los puntos By C'y
originandose en estos puntos, las fuerzas Fp y Fc, asi
como el par Cc, aplicados a la varilla. Fz=(-30k)N,

Fe=(—151-15j—10k )Ny Cc=(- 3 j+ 5k )Nm.

Determine la fuerza y el par en A aplicados por la varilla

C
AB+03m e, G
BC=0-4m
Figura 4.29
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Figura 4.30
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al soporte S. También determine la fuerza directa, la fuerza
de corte, el momento torsional y el momento flexionante
en el plano de la seccion transversal de la varilla en 4.

Solucion. El diagrama de cuerpo libre (figura 4.30) exhibe
Fp, Fcy Ccjunto con la fuerza F, y el par C, aplicados al
brazo (varilla) por el soporte S para mantener el equilibrio.

La fuerza F, se encuentra directamente de la ecuacion
ZF =0, Asi
F,+Fy,+F.=0
F,=—(-30k)-(-15i-15]}-10k)

r

=157+ 15+ 40k N .

El par C, podria ser hallado tomando momentos con
respuesta a cualquier punto, pero cualquier error que puede
haberse hecho en la determinacion de F, no sera llevado
adelante, si el punto elegido es A.

Los vectores de posicion r% y rCA se necesitan en la

ecuacion del momento.

ry, = 4B =(4B)i =(0.30)m

—

—
r%zAB+ BC=r%+rCB

=0.31+ (0.4c0s60°i+ 0.4sen60°})
=(0.57+0.346 )

XM, =0
=CA+(V%XFBJ+(V%XFC)+CC =0
C, =—Hr%><FB]+(rC/AxFCj+CC} (@)

Ahora
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I j k
0.3 0 0 A (oa
1y X F = =—(-9)j=(9)Nm
0 0 - 30
i j k

0.5 0.346 0 |=—(-3.46)I-(-5)j+

r-,xF, = ,\
9T +(=7.5+5.19)k

=15 =15 -10

— (- 3,461+ 5 j— 2.31k )Nm
y  Co=(-30+5k)Nm

Sustituyendo valores en la ecuacion (i), encontramos

r

C,=6.461-14]-2.69k)Nm .

F,y C, son la Fuerza y el Par actuando sobre la parte de
maquina ABC. La Fuerza y el Par actuando sobre el
soporte S son —F, y -Cj.

Para la seccion plana transversal en 4 la Fuerza Directa,
F,, es la componente de F, la cual es paralela al eje de la
varilla (Figura 4.31). El vector unitario € para este ¢je, en

el caso presente es / y la componente es esta direccion es
.

F,=F,é=151+15j+40k)i=15N

La fuerza de corte, Fs, es la componente de F,. La cual es
perpendicular al eje de la varilla. En general esta se
determina mas rapidamente por el teorema de Pitagoras, ya

1
que FS=[FA2 - FdZP . Asi

;{' o

Figura 4.31
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Fy=[15? + 15 +40°)- 15?2 = 4272 «
En forma alternativa podemos encontrar Fi, de
Fy =|Fxe|=157+ 15 j+ 10k)x ]

_|( 158+ 20 7| =157 + 20°]
| J

r

=42.72N —

El momento torcional, C,, es la componente de C,, la que
es paralela al eje de la varilla.

r

C=C,e=6461-14}-2.69k) i =6.46Nm <«

Finalmente el momento flexionante, Cs; es la componente
de C, perpendicular al eje de la varilla.

1 1
o=, )7 =[p.467 + 14 + 2.69" —6.46°] 2

=14.26 Nm —

Ejemplo 4.3. Hallar las reacciones en la viga, figura
4.32(a). Las cargas estan en Kilonewtons (kN). Se
desprecian el espesor y la masa de la viga.

Solucion. En el dcl de la viga, figura 4.32(b), se suponen
positivas las componentes horizontal y vertical C, y C, de
la reaccion de la articulacion en C. La reaccion del apoyo
de rodillo en D es perpendicular a la viga.

La suma de las fuerzas horizontales nos da una ecuacion
cuya uUnica incognita es Cj.

YF,=0=C, —2c0s60° + 3cos45° — 1.5cos80°

r

C, =—0.861kN «

El signo (-) indica que C, actia hacia la izquierda.
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Para hallar la reaccion en D, se toman momentos respecto
al punto C, teniéndose una ecuacion con una incognita

> M, =2ix(-5f)+ 6lﬂ>{2(—§lﬂ)+2(_€ A.HJF
1 I
+13>{3($lj+3(—$1ﬂ+
1+ 170x|1.5(- cos80°1)+ 1.5(- sen80 )+ Dj]= 0

V2

_ 73087 _ 4.299kN —

= K—m—éﬁ —£—25.5(0.985)+ ]7Djl€}kNm =0

D

Para encontrar el valor C, se toman momentos respecto D
por lo que

S M, =17ixC, j+ (- 157)x (- 57)+ (—111‘){2(_?1‘)”[_@ H N

+ (—41‘){3(%1‘%3(—%})} ~0

= —17Cv+75+ﬂ+£ k [kNm =0
2 2

C, = 102538 _ 6.032 —

v

Pueden comprobarse los valores encontrados de C, y D
realizando M F, =0

SF —6032-5-4 3 —3(ij—1.5sen80°+4.299=0
v 2 \/E

=10.331-10.330=0.001 =0

Ya que el resultado esta dentro de los limites de precision
del problema, los valores estan suficientemente
comprobados.
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Ejemplo 4.4. Usando el método de las uniones encontrar
la fuerza en cada miembro de la armadura plana mostrada
en la figura 4.33(a).

Solucion. El diagrama de cuerpo libre de la armadura
considerada como un cuerpo rigido es mostrado en la
figura 4.33(b). Las componentes en x y y de la reaccion en
A y la reaccion del rodillo D son expuestos en esta figura.
Por tanto para el equilibrio de la armadura completa.

>M  =9D, —4(4.5)-6(13.5)=0

D, =11.0kN “
> M, =3(13.5)-94, - 4(4.5)=0

Ay =2.5kN —

r

D F =4, +45=0= A, =-4.5kN —

La figura 4.33(c) nos indica la pendiente de todos los
miembros diagonales de la armadura que es 4:3 y del

tridngulo rectangulo se tiene sen 6 =j =0.8 y cosf =§ =0.6

y en la figura 4.33(d) se muestran las componentes x y y de
las fuerzas con la pendiente 4:3.

En la figura 4.34(a)-(f) se han trazado los dcl de cada una
de las uniones o nodos. A 1 analizar el equilibrio de cada
nuevo dc/ de un nodo, debe tener no mas de dos valores
desconocidos. La linea diagonal sobrepuesta entre los
componentes o valores desconocidos significa como la
fuerza resultante de una de las reacciones externas
actuando en la armadura. Las fuerzas internas actuando en
cada nodo se han asumido ser de tensiéon. Empezaremos
analizando el nodo 4.

Nodo A D' F =2.5+0.8F,,; =0

F,=3.125kN (compresion) «—
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D F =—45+F +0.6F,;=0
=—4.5+F, +0.6(-3.125)=0
F,. =6.375 (tension) ;
Nodo B

Y F =Fye—0.6F,; =Fz—0.6(3.125)=0

Fye =—1.875kN (compresion) ;
Y F, =—Fg —0.8F 5 =—Fy. —0.8(-3.125)=0

Fyp =2.5kN (tension) ;

Nodo F [Figura 4.34(c)]:

25

Fre ==3.125kN ( compresion ) —

= F, +0.8F,. =2.5+0.8F,. =0

Y F,=0.6Fp +Fp; —F, =0.6(=3.125)+ Fpp —6.375=0

r

. Fp =8.25kN -

Nodo E [Figura 4.34(d)]:

ZF =Fgp = Frp = Fgp —8.25=0

Fop =825 (Tension) ;
> Fy=Fy. —13.5=0

Fy =13.5kN  (Tension) _

Nodo C [Figura 4.34 (e)]:
Y F,=4.5+0.6Fy, —Fry —0.6F =0
=4.5+0.6F,, —(~1.875)- 0.6(-3.125)=0

r

Frp =—13.75kN (compresion) «—
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Primera comprobacién

> Fy=-0.8F, — Fo; —0.8F,
=—0.8(-3.125)-13.5-0.8(-13.75)=0

Nodo D [Figura 4.34) (f)]:

Segunda comprobacion
M F,=—0.6Fpc — Fpp =0.6(-13.75)- 8.25=0

Tercera comprobacion
> Fy=-0.8Fy +11=0.8(-13.75)+11=0

En la figura 4.35 se muestran todos los resultados
obtenidos para la armadura analizada en este ejemplo 4.4.
Los valores positivos en los resultados en los miembros,
indican que estos estan a tension y los valores negativos de
las fuerzas, los miembros estan sujetos a compresion.
Todas las fuerzas se expresan en kilo Newtons.

Ejemplo4.5. Use el método de las secciones para
encontrar las fuerzas en los miembros BC, BG, HG y DG
de la armadura mostrada en la figura 4.36(a).

Solucion: La pendiente de los miembros diagonales de la
armadura se determina en la figura 4.36(c). El dc/ de la
armadura completa se muestra en la figura 4.36 (b). Para el
analisis de equilibrio de la armadura completa:

M, =-8E, +4(-24)-3(8)=0
E,=-15.0kN «
> My=-84,-3(8)+4(24)=0
A, =9.0kN —

Y F.=—A+8=0= A, =8.0kN —
Comprobacion

DF.=—A+E -24=0+15-24=0 «
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El diagrama de cuerpo libre (dc/) para la parte de la
armadura a la izquierda de la seccion 1-1 es mostrada en la
figura 4.36 (d). Las componentes en x y y de la fuerza Fpg
son mostrado en el diagrama.

Para el analisis de equilibrio de la parte de la armadura a la
izquierda de la seccion 1-1:

D My=3F,;—-3(4,)-2(4,)=0

=3F,; —3(8)-2(9)=0=F, =14kNT  «
D Mg=-3F, —4(9)=0= Fyc =—12.0kN(C) <«

> F,=9.0-0.832Fy; =0= Fy = 10.82kN(T) <

Comprobacion

Y F.=F;+0.555Fy; + Fpe —8=10
=14.0+0.555(10.82 )+ (—-12)—-8=0
0=0 “—
El diagrama de cuerpo libre para la parte de la armadura a
la derecha de la seccion 2-2 mostrado en la figura 4.36 (e).
Las componentes en x y y de la fuerza Fp; es mostrada en
este diagrama.

Del equilibrio de la parte de la armadura a la derecha de la
seccion 2-2, dcl figura 4.36 (e):

D F,=15-0.832F,; =0= F,; = 18.03kN(T) «

Ejemplo 4.6 El cuerpo G de la figura 4.37(a) tiene una
masa de /500kg, las masas de los otros cuerpos pueden
despreciarse. Calcule la fuerza que el pasador A ejerce
sobre el miembro AB. Puede despreciarse el efecto de
razonamiento en las superficies de contacto. El rodillo £
esta fijo al miembro AB.

Solucion: De la figura 4.37(a), se aprecia que para el
analisis de equilibrio del marco que esta representa, se
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tienen cinco incognitas para las fuerzas externas que lo
mantienen en equilibrio; dos en el apoyo 4, dos en el
apoyo C y el cable tirante en F' y para este sistema de
fuerzas coplanares se cuenta solo con 3 ecuaciones
independientes para el equilibrio; por lo que se procede a
trazar el “dcl” de cada miembro principal de este marco
como son las de los miembros 4B, CD y la polea D.

En la figura 4.37 (b) se define el dc/ del miembro AB. El
sistema de fuerzas coplanares no concurrentes cuenta con
tres ecuaciones de equilibrio y contiene cinco fuerzas
desconocidas. En consecuencia se requiere de otro
diagrama de cuerpo libre.

En la figura 4.37(c) se define el dc/ del miembro, CD, el
sistema de fuerzas no coplanares cuenta con cinco
incognitas, Los dos dcl [4.3 (b), 4.37(c)], contienen nueve
incognitas y se dispone Unicamente de seis ecuaciones de
equilibrio; en consecuencia se requiere analizar el dc/ de la
polea D figura 4.37 (d). El sistema de fuerzas de este dc/,
cuenta con tres ecuaciones independientes de equilibrio y
tres incognitas. Conocidas estas fuerzas pueden procederse
a calcular C,, C,, y P a partir del dc/ del miembro CD.
Determinadas estas fuerzas, en el dc/ del miembro AB
quedan tres incognitas A,, 4, y Pg, tnicamente. Por tanto el
analisis se completa y puede procederse con la solucion.

Del dcl de 1a polea D figura 4.37 (d),

3~ 44 4 _~ 3 _2) = A
M, =0=|=1+—j|X|=—=TI+=Tj|+IxX(-1500g ]
> M, (5 51) ( STi+ 1) ( gJ))

iy ~1500g k
2577 25

=(T'-1500g)= T = 1500gN

Como vector T =1500 g(— %lA + %]A)N sobre la polea y

> F=0=(D,I+D, j)-1500g j+(~1200g I+ 900g j)
=(D,—1200g)I+(D,—1500g +900)j=0



Sistemas de Fuerzas y Equilibrio Estatico 253

s D, =1200gN, D, =600gN,
Porloque D, =11770N y D, =5890N

Del dcl del miembro CD, figura 4.37(c)

S M. =(8i+6j)x(-D,i+D, j)-5P k=0
=(6D, —8D, Yk~ 5P, k=0
5P, =6(1200g)- 8(600g)= P, = 480gN
y P, =480g(0.61-0.8 )N

—

PE :4,708.8, 5315??&_

) T
[

Al dcl del miembro AB figura 4.37 (b) se aplican las
ecuaciones del equilibrio en la forma siguiente:

S M, =—10jx A 0+ (-5 j)x(-0.6P, 1+ (2.25 j)x(0.8T7))=0

=[104, - 5(0.6)(480g) + 2.25(0.8)(1500¢ )|k = 0

A =4060N; A1 =4060I N -

También
ZF=Axl—Ayj—PFl+0.8Tl—0.6Tj—0.6PEl+0.8PEj=0

= (4, = P- +0.8T - 0.6 P, )i+ (—4, - 0.6T +0.8P; ) j =0
(4, =P, +0.8T —0.6P,)=0 (1)
(-4, -0.6T+0.8P;)=0 2)

De la ecuacion (2)
A4,=-0.6(1500g)+0.8(480g)=—-516gN

=5061.96N  «
F,=AI+ 4, j=4060[ + 5062 «

F,|=6490N | _<5s
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Ejemplo 4.7. Una fuerza es aplicada a los brazos de
palanca de las pinzas que se muestra en la figura 4.38(a).
Encontrar la fuerza aplicada a la tuerca y las reacciones
horizontal y vertical en el gozne 4 de estas pinzas.

Solucion: El diagrama de cuerpo libre de uno de los
miembros de estas pinzas se muestra en la figura 4.38 (b).
Para el equilibrio de este brazo se requiere que

> M, =70(160)-30F, =0=> F, =373N —

ZFy:Ax:O —

DFy=Fy+ A, +160=373+A4,+160=0= A, ==533N ¢«

Ejemplo 4.8. Un cable de 3kg/m esta suspendido entre
dos soportes a distinta altura, tal como muestra la figura
4.39 (a). Calcular la tension maxima.

Solucion: En el diagrama de cuerpo libre (dc/) de la figura
4.39(b) se representa la parte del cable a la derecha del
punto mas bajo, cuya ubicacion es desconocida. Sea H la
tension desconocida del cable en el punto P mas bajoy 7T'la
tension en el punto P’ a una distancia x a la derecha de P.
El peso del cable para esta distancia x es (3g)x y actiia a

una distancia % de P. Sumando las fuerzas horizontales y

verticales,
Y F,=0=Tcos@—H = Tcos6=H (1)

ZFy =0="Tsen6—(3g)x = Tsenf=(3x9.81)x (2)

Dividiendo (2) por (1), tg6’=(3g)% Para el dcl,

tgl = = 2—y;por tanto, @ = 2y o  sea
X X H x
)
2
Hy = (3g2)x . Puesto que x=a, cuando y=10m,
2
10H = M =1 4.2a12 . Analogamente para la parte a
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la izquierda de P, 30H = 14.7a;. Ahora,

=300= H =17.72kN «

a,+a,=300; \/JOH +\/30H
14.7 14.7

a,=. M—H=110m; a,=. 30—H=190m
14.7 14.7

Elevando al cuadrado (1) y (2) y sumandolas se obtiene

T? =864x" + H’ . Puesto que la maxima tension se da en
el soporte donde x =—190m , por lo que

T’ =864(—190) +(17120) =T, =18.58kN

max

A E
Ejemplo 4.9. En el cable ligero soporta cargas puntuales b\_ [ : .,.L Jﬂ
verticales en los puntos B, C, D y colgado de los apoyos 4 A /|
y B, figura 4.40(a). Determinar la tensiéon en cada N -’11'
segmento del cable. }EY,.-‘“"J '

| L} JkN
Solucion: Al examinar el cable, se observa que se tienen 'I_ﬁh . ||
cuatro incognitas en las reacciones externas (4, 4,, E.y P Sm—t—8m- "':.;'

E\); cuatro tensiones en el cable desconocidas, una en cada
segmento del cable. Estas ocho incognitas junto con las
dos incognitas de las flechas y; y yo pueden determinarse
de diez ecuaciones linealmente independientes disponibles
para el equilibrio. Un método es aplicando estas

ecuaciones como fuerzas de equilibrio. _b*_ S | Fgl
(Z F. =0, ZFy = ()) para cada uno de los cinco puntos \ j | ;_1'}'
desde 4 hasta E. Ahora, sin embargo, aplicaremos un | "‘n{f ”:“‘ of '
método mas directo. | ‘r '_",.f“ 1' !
- & kN

De acuerdo al dcl para el cable entero, figura 4.40(b) por -w\r | |
tanto, | 15N ||

SF =0=-A+E = A =E, FT L L

S M, =0=-18(4)+15(4)+10(15)+ 2(3) Figura 4.40(b)
A, =12kN

SF =0=12-4-15-3+E, = E, =10kN
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Figura 4.40(e)
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Ya que la flecha yc-=12m, consideraremos la seccion
1zquierda al cortar el cable en el tramo BC, figura 4.40(c).

M, =0=12(4)-8(12)+5(4)

A =6.33kN =E,
> F,=0="Ty-cos0s —6.33 (@)
ZFy:():12—4—TBCsen6?BC (if)
Por tanto de (i) y (ii),
Opc =51.6° y Ty =10.2kN <«

Procedamos ahora con el anélisis de equilibrio de los
puntos A, Cy E de acuerdo a los dc/ respectivos, teniendo

Punto A (figura 3.40(d))

ZFX =0=T,;c086 ,; —6.33 (7ii)

ZFy =0=-T,z5en0,, +12 @@v)
De (iii) y (iv)

0,,=0622° y T,,=13.6kN «—

Punto C (figura 3.40(e)
> F,=0=Tpcos60qp —10.2c0s51.6° (v)

ZFy =0=T.psenb., +10.2sen51.6°-15  (vi)

De (v) y (vi)
Op=47.9° vy Typ=9.44kN —

Punto E (figura 3.40(f)
Y F,=0=06.33—Typcos0p, (vii)

ZFy =0=10-Tg,senb, (viii)
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De (vii) y (viii)

6,,=57.7" y Tu =11.8kN -

Al comparar los resultados se establece que la tension
maxima en el cable esta en el segmento 4B, ya que este
segmento tiene la pendiente mayor (6) y se reconoce que
para cualquier segmento a la izquierda la componente
horizontal. Tcosf=A, (una constante). También, ya que se
han determinado los angulos que hacen los segmentos del
cable con la horizontal, se pueda determinar las flechas yz
y yp (figura 4.40(a)) usando la trigonometria.

Ejemplo 4.10. La masa de una escalera homogénea de
7.8m es 25kg. Un extremo de la escalera se apoya sobre
una pared vertical lisa y el otro extremo se encuentra sobre
el piso a 3m de la pared (ver figura 4.41 (a)). El coeficiente
de rozamiento entre la escalera y el piso es 0.30. Calcule el
valor de la fuerza de rozamiento que actua el punto 4 de la
escalera. Se supone que el centro de masa de la escalera
esta ubicado en su punto medio.

Solucion: El enunciado de este problema no especifica si
el movimiento es inminente o si este existe. Supongamos
que el movimiento no es inminente y que la escalera se
encuentra en equilibrio, la validez de este supuesto debe
verificarse antes de aceptar la solucion obtenida. En la
figura 4.41(b) se expone el dcl de la escalera, la ecuacion
de equilibrio correspondiente a las fuerzas es:

> F=Fi+N j-259.81)j-Ri =0
=(F-=R)I+(N-245)]=0
N=245N y F=R

La ecuacion de equilibrio correspondiente a los momentos
con respecto a B es

dMy=>rxF
=3Ix N j+(-1.50)x(=245])+ (-7.2})x Fi
=(-3N+386+7.2F)k=0

Figura 4.41
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0

7.2F =3(245)- 368 =367 = F = 510N

El valor maximo que la fuerza de rozamiento puede
adquirir con la fuerza normal 245N

F'= uN =0.30(245)=73.5N,

que es mayor que los 51.0N requeridos por la condicion de
equilibrio. En consecuencia, el equilibrio existe y la fuerza
de rozamiento es:

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

F = 51.0 dirigida hacia la derecha en A —

Ejercicios de Trabajo

Un cilindro de 1m de didmetro y /0kg de masa esta
alojado entre dos piezas cruzadas en angulo de 60°,
como se muestra en la figura 4.42. Hallar la tension
en la cuerda horizontal DE, suponiendo que el
suelo es liso.

La carga sobre el piso de una bodega se distribuye
en tal forma que sobre una de las vigas actua la
fuerza distribuida definida en la figura 4.43.
Calcule la fuerza resultante de la carga que actua
sobre la viga. Desprecie la contribucidon del peso
de la viga.

Una viga esbelta uniforme de masa M tiene el
centro de gravedad en el punto indicado, ver figura
4.44. La arista en que se apoya es aguzada, por lo
cual, la reaccion N es perpendicular a la viga. La
pared vertical de la izquierda es lisa ;Cual es el
angulo 0 para mantener en equilibrio esta viga?

El bloque W de la figura 4.45 tiene una masa de
500kg y esta soportado por tres cables en la forma

ilustrada en la figura. Calcule la tension del cable
AB.
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4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

La polea superior, figura 4.46, cuelga de un
soporte fijo. La cuerda esta atada al extremo
inferior del chasis de la polea superior y luego
pasa por la garganta de la polea inferior.
Seguidamente pasa por la garganta de la polea
superior y ¢ésta sujetada por una fuerza P.
Demostrar que en el equilibrio la fuerza P es de
245N. Cuando se cuelga una masa de 50kg del
chasis de la polea inferior.

La figura 4.47 representa el dc/ de la parte
izquierda de una armadura plana seccionada.
Determinar las fuerzas en los miembros AB, BD,
FH, HG y GI todos los tridngulos que hacen los
miembros de esta armadura son equilateros de 4m
por lado.

La méaxima fuerza permitida (tracciébn o
compresion) en los miembros DC, DF o EF de la
armadura de la figura 4.48 se sabe es de 40 kips
(40000ib) Calcular la carga maxima permitida P
aplicada en 4.

Un cable de acero, suspendido entre soportes a la
misma altura y separadas 20m, sostiene una carga
horizontal de 2000N/m. La tension méxima
permitida es de [40kN. Calcular la longitud
necesaria L del cable y su flecha d.

El cable ligero (peso despreciable), figura 4.49
separa dos macetas con flores de ornato como se
indica, una maceta de 4kg en el punto £ y la otra
de 6kg en el punto F. determinar la tension
maxima en el cable y la flecha y del punto B.

Un cable cuya masa es de 0.6kg/m tiene 240m de
longitud estando suspendido de tal forma que su
flecha sea 24m. Determinar la tension maxima y la
luz maxima entre apoyos.

!

ThN @ ZEN
o FY IFH}
~
the o
[~
im dm Eam & (GN

TkH

Figura 4.47

Figura 4.48

Figura 4.49
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4.11. El cuerpo Q de la figura 4.50 tiene una masa de
1000kg. Calcule las reacciones que se ejercen
sobre el miembro AB en los puntos 4 y B.

4.12. La presion requerida sobre la tuerca proporcionada
por las pinzas, figura 4.51, es de 50N. Calcule la
fuerza que debe aplicarse a las palancas de estas
pinzas.

4.13. Los miembros BC y DE sustentan la placa
—_— : triangular homogénea A de 600kg representada en
1_ 1 R L la figura 4.52. El miembro DE puede deslizar
g Figura 4.51 libremente en el bloque F que se articula al
miembro BC. Calcule las fuerzas que actian en los
puntos C'y E de la placa.

4.14. La masa del cuerpo 4 de la figura 4.53 es el doble
del cuerpo B. los coeficientes de rozamiento son
0.30 entre A y By 0.20 entre B y el soporte
giratorio. Calcule el valor del angulo @ para el cual
el movimiento se hace inminente.

4.15. El bloque A de 5kg, figura 4.54, descansa sobre el
bloque B de 10kg. Los coeficientes de rozamiento
son 0.40 entre A 'y B y 0.25 entre B y el piso.
Calcule la magnitud de la fuerza P que se requiere

mFigura 4.53 para producir en el sistema el estado de

movimiento inminente.

"

Cuerdn | | 0,15
—— |
(D
VI ;u_||'|"
= ¥ bt
- X
A F A F RS :337‘;:"'.- .-.--.f-'.-'-l----.-. W

e

Figura 4.54
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Parte II1 Dinamica del Cuerpo en
Movimiento Plano

S

C!NEMATICA DE UN CUERPO
RIGIDO EN MOVIMIENTO PLANO

5.1. Introduccion

Hasta ahora hemos considerado situaciones en que el
movimiento del centro de masa de un cuerpo era el
principal objetivo. Sin embargo, suele ser necesario
determinar el movimiento rotacional de un cuerpo, aun
cuando el unico objetivo sea determinar el movimiento de
su centro de masa. Ademas, el movimiento rotacional en si
puede ser de interés o incluso ser fundamental en el caso
que se considere, como ocurre en los movimientos de
engranes, rotores de motores y generadores eléctricos.

En este capitulo analizamos la cinematica de los cuerpos en
movimiento plano. En particular mostraremos la forma de
movimientos de puntos individuales de un cuerpo que se
relacionan con su movimiento angular.

Un cuerpo rigido lo hemos definido como un sistema
infinito (muy numeroso) de particulas en los que, las
distancias entre cualquiera de dos particulas de este cuerpo
rigido tiene una magnitud fija o constante. El nimero de
coordenadas requeridas para determinar la posicion y
orientacion de un cuerpo en movimiento plano son tres: El
sistema se dice tener “tres grados de libertad”.

Una manera de representar la posicion del cuerpo es "T
mostrada en la figura 5.1. La posicion de algin punto b x LS
representativo, tal como A4 y el angulo que el segmento de ] ¥ -

recta AB hace con el eje x, son las tres coordenadas

posibles. Figura 5.1
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5.2.  Tipos de Movimiento

El tipo mas simple de movimiento de un cuerpo rigido es el
de traslacion rectilinea en el cual, 8 permanece constante y
A se mueve en linea recta (Figura 5.2) de esto se
comprende que todas las particulas se mueven en lineas
paralelas a la trayectoria de A; por consiguiente la
velocidad y aceleracion de los puntos son idénticos.

Esto también puede ser valido si A describe una trayectoria
curva, siempre y cuando 6 sea constante, ya que todas las
trayectorias son idénticas en forma no obstante que estan
desplazadas mutuamente una a otra. Este movimiento es
llamado traslacion curvilinea. (Figura 5.3)

Si el angulo 6 cambia durante la traslacion, entonces, este
movimiento se describe como movimiento plano general
(Figura 5.4). En la figura 5.4 el cuerpo a rotado de un
angulo (6>- ;). Si esta variacion toma lugar entre los
tiempos ¢, y t,, entonces la rapidez angular promedio es:

‘92 — ‘91
=1
rapidez angular se define como:

=w

promedio

cuando (tz —t])—> 0, (6?2 -0, )—>0,y la

o=lim,_,—=— (5.1)

El vector velocidad angular se define teniendo una
magnitud igual a la rapidez angular y una direccidén
perpendicular al plano de rotacién, (plano paralelo al eje de
rotacion), el sentido positivo esta dado por la aplicacion de
la regla del tornillo de la mano derecha.

w=wk (5.2)

Se debe notar que rotaciones y velocidades angulares
infinitesimales son cantidades vectoriales, no asi,
desplazamientos angulares finitos (no son vectores, pues su
suma vectorial no es conmutativa)
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Un punto de vista muy importante es aquel; referente a que
la velocidad angular no es afectada por la traslacion, por
consiguiente no tenemos un punto especifico en el plano,
respecto al cual la rotacidon se suponga que toma lugar.

5.3. Movimiento Relativo Entre Dos Puntos en un
Cuerpo Rigido

La definicion del producto vectorial de dos vectores ha
sido ya contemplada en la Unidad 1 y relacionada con el
momento de un vector; la misma definicion es util, para
expresar la velocidad relativa entre dos puntos en un
cuerpo rigido debido a la rotacion.

Refiriendonos a la figura 5.5 se ve que la velocidad v, ,
tiene una magnitud de vy, = @r, y esta en la direccion é,.

De la definicion de producto vectorial (producto cruz) de
dos vectores tenemos:

wXry, =wkXre, =a)r(k><e,,)
4
=are, ="/y (5.3)
4

Si A y B no estan en el mismo plano xy, tal que el vector:

r, =re,+zk
% R

entonces vy, = WXry,
Z

=a1k><(reR+ zk)
= wre, como en la ecuacion 5.3

debidoaque kx k=0

Una descripcion completa del movimiento de un cuerpo en
un plano es posible, si el movimiento de un punto A del
mismo y el movimiento angular del segmento de recta AB
son especificados. Asi tenemos que:

Fy, =Pyt

y de la ecuacion 2.17 tenemos:

e
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f% = '%+( %e L+ ar egj (5.4)

en forma similar para la ecuacién 2.18
b=y 4P
B,
=F, +| -’ +ry, @ 5.5
(ot ern0e)  69)

Un caso especial del movimiento plano general es el de la
rotacion de un cuerpo rigido respecto a un eje fijo que pasa
por un punto O. En este tipo de movimiento un punto A4,
esta permanentemente en reposo, tal que

V%ZV%Z %ajee (56)
y %— % ~w’ rB e +a)r%e9 (5.7)

La aplicacion de las ecuaciones de ésta seccion a la
solucion grafica de mecanismos planos se describe en los
siguientes temas a tratar.

Un mecanismo se define como la union de dos o mas
cuerpos unidos entre si, con movimiento relativo entre
ellos.

5.4. Diagramas de Velocidad

Un mecanismo muy simple todavia en uso es la cadena de
cuatro barras mostradas en la figura 5.6. Vemos que si el
movimiento de 4B es dado, entonces el movimiento de los
elementos o cuerpos restantes del mecanismo puede
determinarse.

Esta situacion puede resolverse analiticamente, pero la
solucion es sorprendentemente tediosa y es mejor dejar a
una computadora que resuelva el movimiento de éstos
elementos si se requiere analizar un nimero muy grande de
posiciones del mecanismo. Sin embargo, una solucion
simple puede encontrarse usando diagramas vectoriales;
¢ste método grafico tiene una ventaja, la cual es que nos da
una apreciable punto de vista del comportamiento del
mecanismo.
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Para el trazo de diagramas vectoriales de velocidad y
aceleracion es muy util definir una convencién para
representar los vectores que se involucran. La convencion
es mejor ilustrada por medio del movimiento plano de dos
particulas (Ver figura 5.7)

La velocidad de P respecto a O se escribe vp,. Es obvio

que Vop=—Vpo, PpOr consiguiente si v, esta
representado por una flecha ™. entonces Vop esta

representada por \‘, esta informacion puede reducirse

2N
\

hasta un segmento de recta <.

En forma similar el segmento de recta og puede trazarse.
Asi para la figura 5.7 podemos trazar un diagrama
vectorial como se muestra en la figura 5.8. La velocidad de

O respecto a P es entonces -~ y la velocidad de P

// 1‘ M4 /4
respecto a Q es ¢ esta convencion se usara todo el
tiempo.

Regresando a la figura 5.6 y asumiendo que w 3 esta en la
direccion contraria a las manecillas del reloj y de esta
magnitud dada, podemos localizar los puntos a, b, d, en el
diagrama de la figura 5.9. Notemos que a y d estan en el
mismo punto ya que no hay velocidad relativa entre 4 y D.

Para construir el punto ¢ podemos ver el movimiento de C
desde dos puntos de referencia, es decir del D y B. Ya que
DC es de una longitud fija 6 constante, solo el movimiento
de C respecto a D es perpendicular a DC; de aqui que
trazamos dc perpendicular a DC. En una forma similar la
velocidad C respecto a B es perpendicular a CB; de aqui
que trazamos bc perpendicular a BC. La interseccion de
estas dos rectas localiza a c.

La velocidad angular de CB se obtiene de Vs cp (enel

sentido de las manecillas del reloj). La direccion de
rotacion se determina observando el sentido de la
velocidad de C respecto a B y recordando que la velocidad
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relativa se debe unicamente a la rotacion de CB.

Notemos de nuevo que la velocidad angular se mide
respecto a un plano y no a cualquier punto particular en el
plano.

5.5. Centro Instantaneo de Rotacion

Otro método grafico es el de los centros instantaneos de
rotacion.

Los ejes de rotacion de DC y AB se ven facilmente, pero
BC que ésta en movimiento plano general no tiene un
centro fijo de rotacidon sin embargo, a cualquier instante
habrd un punto de velocidad cero que puede encontrarse
observando que la recta que une el centro de rotacion de un
punto dado es perpendicular a la velocidad de ese punto.

En la figura 5.10, el centro instantaneo para el miembro BC
se encuentra en la interseccion de AB y DC, ya que la
velocidad de B es perpendicular a AB y la velocidad de C
es perpendicular a CD.

Si la velocidad de B es conocida entonces:

a = VB = VC = VE
" ILB 1, LE

(5.8)

Cada punto del eslabon CB, esta, para este instante
considerado rotando respecto a /5.

5.6. Imagen de Velocidad

Si el diagrama de velocidad se ha construido para dos
puntos de un cuerpo rigido en movimiento plano, entonces
el punto en el diagrama de velocidad para un tercer punto
en el cuerpo o eslabén puede construirse trazando un
triangulo en el diagrama vectorial semejante al triangulo
del diagrama espacial real de los 3 puntos. De aqui que en
nuestro ejemplo previo en el punto E situado por decir, a
una tercera parte de la longitud de BC desde el punto
C deberd estar representado en el diagrama de velocidad
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por un punto e tal que: , como se muestra en la

m‘q
SR
W | =

figura 5.9

De modo mas general, veamos en la figura 5.11, puesto
que ab es perpendicular 4B, ac es perpendicular a AC'y bc
es perpendicular a BC, el triangulo abc es semejante al
triangulo ABC.

Problemas con juntas deslizantes:

En el mecanismo representado en la figura 5.12, el bloque
deslizante B es libre a moverse en la ranura del miembro
AQ. Para elaborar un diagrama de velocidad como el
mostrado en la figura 5.13, se elige un punto B’ en el
eslabon 40O coincidiendo en el lugar de B. La velocidad de
B relativa a C es perpendicular a CB, la velocidad de B
relativa a O es perpendicular a OB’ y la velocidad de B
relativa a B’ es paralela a la tangente de la ranura en B.

Los dos mecanismos usados como ejemplos, es decir la
cadena cinematica de cuatro barras y el mecanismo
manivela corredera, emplean justamente dos clases de
conexiones, las cuales son conocidas como pares de
rotacion y pares de deslizamiento. Es visible como muchos
mecanismos son construidos usando estos dispositivos
simples.

5.7.  Diagramas de Aceleracion

Habiendo construido el diagrama de velocidad, ahora es
posible trazar el diagrama de aceleracion correspondiente.
La aceleracion relativa entre dos puntos es mostrada en
coordenadas polares en la figura 5.14

Si AB es de una longitud fija o constante, entonces,
solamente dos componentes se mantienen (ver figura
5.15), un termino depende de la velocidad angular, la cual
se conoce del diagrama de velocidad y la otra componente
depende de la aceleracion angular, la cual es desconocida
en magnitud pero su direccion es perpendicular a AB.

Figura 5.12

Parallel to shot:
b 1s the shding
velocity

e b

Figura 5.13

Figura 5.14

/'> |
Vpnstrr v
r

Figura 5.15
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Refiriéndonos al mecanismo de 4 barras mostrada en la
figura 5.6 y conociendo también la aceleracion angular del
eslabon AB, la aceleracion del vector de B respecto a A
puede trazarse (figura 5.16). Obsérvese cuidadosamente la
direccion de las aceleraciones: B esta acelerando
centripetamente hacia 4.

El diagrama completo de aceleracion para el mecanismo
mostrado en la figura 5.17 puede ahora construirse como se
muestra en la (figura 5.1) La aceleracion de C es dada por
la linea ac y la aceleracion angular de CB esta dada por
cc’/CB (en la direccion de las manecillas del reloj), ya que
cc'=a@CB.

5.8. Imagen de la Aceleracion

De la misma manera que la velocidad de un punto en un
cuerpo rigido puede construirse, una vez que, las
velocidades de cualesquiera otros dos puntos de este
cuerpo son conocidos figura 5.18, la aceleracion para un
tercer punto de un cuerpo puede encontrarse de las
aceleraciones conocidas de otros dos puntos de este cuerpo.

— 2

2
a =-wre, +are
C 2%r 2%e
A, "2 2

De la figura 5.18, el angulo entre ac, y ¢

ar 7]
arctan 5 = arctan —
' )]

Angulo que es independiente de r,. El angulo entre ac/ y
A

a% es por consiguiente el mismo como el angulo entre r;

y ry;, por tanto el triangulo abc en el diagrama de la
aceleracion es similar al triangulo ABC.
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5.9. Tren de Engranes de Dientes Rectos

Cuando dos engranes rectos como los mostrados en la
figura 5.19, estan enlazados (engranados), la relacion de
velocidad entre las ruedas dentadas serd una relacion
entera; si los ejes de rotacion son fijos. Si dos ruedas
dentadas estan enlazadas o engranadas, entonces, deberan
tener el mismo paso circular, esto es la distancia entre
dientes sucesivos medida a lo largo de la circunferencia de
paso debera ser la misma para ambas ruedas dentadas.

Si N es el nimero de dientes de una rueda dentada o
engrane entonces el paso circular Pc es 7. D/N ; donde D

es el didmetro de la circunferencia de paso. El término
paso diametral todavia estd en uso y se define como
P=N/D. otro término usado es el médulo m=D/N.

El ntimero de dientes que pasan en un punto de la
circunferencia de paso en unidades de tiempo es 27@N ,
tal que para dos ruedas dentadas enlazadas o engranadas 4
y B tenemos que:

@,N,|=|GsNy

@, Dy Ny

0 =——2=— (5.9
Wp D, N,

El signo (-) indica que la direccion de rotacion de las
ruedas acopladas, es contraria.

La figura 5.20 muestra un tren de engranes compuesto, en
el cual, la rueda dentada B esta rigidamente conectada con
la rueda C; tal que @, = @, . La relacion de velocidad para

los engrancs Cs:

@y, Wy g
w, O 0,

_|_Ne | _Na|_NeNy (5.10)
ND NB NDNB

e de paso

/[

Figura 5.19

A D
B C
Figura 5.20
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5.10. Movimiento Epicicloidal

Si el eje de una rueda giratoria, estd al mismo tiempo

moviéndose en una trayectoria circular, entonces el
.. . .. . 9

movimiento de la rueda se dice ser Epicicloidal

La figura 5.21 muestra el tipo mas simple de movimiento
epicicloidal si no ocurre deslizamiento en P, el punto de
contacto, en consecuencia la velocidad de P es dada como:

Vp, =V , +V
Yo, 0, Vo,
De aqui que: @,y =0 (r, +ry)— wyry

0 Cp=Wp _ _Tp (5.11)
Wy — D¢ T4

Esto es, el movimiento relativo para el brazo portador, es
independiente de la rapidez del brazo. Por ejemplo, si
@ =0, tenemos el caso de un tren de engranes simple,

donde:
Cao s (5.12)

Wy Vy

La figura 5.22 muestra un arreglo tipico para un tren de
engranes epicicloidal, en el cual, el engrane planetario es
libre a rotar en un rodamiento en un extremo del brazo
portador, el cual es libre a si mismo a girar respecto al eje
central del engrane en el otro extremo. Si el portador esta
fijo, el tren de engranes epicicloidal es un simple tren de
engranes, tal que, la relacion de velocidad sera:

W, _0; W [ Np Ny Ny

g Wp g N, Np N,

°  Epi- sobre, encima. Como prefijo denota, superposicidon, oposicion.

Episcicloide.- curva descrita por un punto de una circunferencia que rueda
exteriormente sobre otra circunferencia sin resbalar.

Cicloide.- curva descrita por un punto rigidamente ligado a una circunferencia
que rueda, sin resbalar, sobre una recta. Si el punto esta sobre la circunferencia,
la curva es un cicloide ordinario y si no esta sobre la circunferencia es una
cicloide acortada o alargada.
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Obsérvese que la direccidon de rotacion del engrane anular
es la misma que la del engrane planetario, ya que el
engrane anular (4) es un engrane interno. También vemos
que el numero de dientes en la rueda planetaria no afecta la
relacion de velocidad, en este caso el engrane planetario se
dice que actia como un engrane loco.

Si el brazo portador no esta fijo, entonces, la relacion de
velocidad anterior es ain valida para determinar las
rapideces angulares que son relativas al portador, esto es:

@,— @G- _ Ny
g — W¢ N,

(5.13)

Si dos de las magnitudes de la velocidad son conocidas,
entonces, la tercera magnitud de la velocidad puede ser
calculada. En la practica es comuin fijar uno de los
elementos (es decir, el engrane solar, el brazo del portador
o el engrane anular) y usar los otros dos elementos como
de entrada y salida. Asi vemos que es posible obtener tres
diferentes relaciones de engranaje para el mismo
mecanismo.

5.11. Ejemplos de Discusion y Ejercicios de Trabajo
Ejemplos de Discusion

Ejemplo 5.1. El mecanismo (cadena cinematica) de
cuatro-barras sera ahora analizado con mas detalle.
Consideraremos el mecanismo en la configuracion
mostrada en la figura 5.23 para determinar v¢, vg, @), ©3,
ag dac, ag, @, y @;,y los sufijos 1, 2, 3, y 4 referido en
todo a los eslabones AB, BC, CD, y DA respectivamente.

Solucion:

Velocidades: En general, para cualquier eslabon PQ de
longitud R y rotando con velocidad angular @ (ver figura
5.24 (a)) teniéndose de la ecuacion 2.17.

v, =Re +Rwe,
% r

AB+*/,*150mm

BC+*/;* 190 mm
CD*[;=150 mm
DA * [+ 300mm
BE*5Omm

Figura 5.23

€
R
p 4

Figura 5.24(a)

\,.--""r,
Q
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Si PQ es de longitud fija entonces R=0 vy v% tiene una

magnitud Rew y una direccion perpendicular al eslabén y un
sentido de acuerdo a la direccion de w.

Diagrama de velocidad (seccion o tema 5.4) ya que [/ es
constante la magnitud de vjy es @,/, y su direccion es
4

perpendicular a AB en el sentido indicado en la figura
—
5.24(b) trazaremos a una escala apropiada el vector ab

que representa vly. La velocidad de C se determina
4
considerando conocidas las direcciones de v% y v% y

observando que (ver ecuacion 2.22)

Vo, =V, +V ]
%% 0
y v(/ = v(/ ya que 4 y D cada uno tiene velocidad cero.
4 D

Se tienen suficientes datos para trazar el triangulo de
velocidades representando la ecuacion (i) figura 5.25.

Eslabén  Velocidad Direccion  Sentido Magnitud (m/s) Linea

AB "zy 4B '\\ (4B)w, =(0.15)12=1-8 b
g

BC "% 1L BC ? (BC)w, =2 be

CD Vc/D 1LcD ? (CD)w, =2 cd

De esta figura se puede ver que la localizacién del punto ¢
en el diagrama de velocidad es la interseccion de la recta
trazada pasando por b perpendicular a BC y a una recta
trazada a través de a, d perpendicular a DC.

Poniendo a escala la magnitud de v 5/ trazo ab
4
encontramos que la magnitud de dc es 1.50m/s y asi:

Yo/ =Vc =1.50m/s 7

La magnitud de w,, de vC/ =BCw, es
B
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o, =£=@=6.7md/s
BC 0.19

Para determinar su direccion, es necesario hacer notar que
la velocidad de C relativa a B, vc/ es con el sentido de b a
B

c (y que v 5 este en sentido opuesto) por lo que BC rota
c

en el sentido de las manecillas del reloj (sentido horario),

figura 5.26. Asi:
—_ rad
@, =—6.7k A

Donde k es el vector unitario perpendicular al plano
definido por BC'y vC/ :
B

La magnitud de w3, de vC/ =CDuw; es:
D

cd 1.3
a)3 ==
CD 0.15

y la direccion es, por supuesto, en contra de las manecillas
del reloj (sentido antihorario), por lo que

w; =10krad/s

Del concepto de imagen de velocidad podemos encontrar
la posicion de e en bc de

be _ BE

bc BC

50
be=1.28 > |=0.337m
¢ (190) /A

La magnitud v es ae y este se encuentra en el diagrama de
velocidades siendo /.63m/s, por tanto

v, =1.63m/s "j 20

Centro instantdneo de rotacion (tema o seccidon 5.5) En la
figura 5.27 se expone la aplicacion del método del centro
instantaneo a este ejercicio 5.1 en la que I es el centro
instantaneo de rotacion de BC, estando en la interseccion

Asi que:
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de 4B y CD. El tridngulo IBC rota en el instante de
conformacion de esta posicion respecto a I. De la direccidon
conocida de v, la velocidad angular del tridngulo es
evidente ver que es en el sentido de las manecillas del
reloj.

La magnitud de w; es

2=vB=aJl(AB) 12(0.15) 67%,%
B IB 0.27

- rad
y w, =—6.7k A
La magnitud de v¢es
= = — m
ve =, (IC) = 6.7(0.225)=1.50 4
y el sentido esta en la direccion mostrada

La magnitud de w; es

y el sentido es claramente en sentido contrario a las
manecillas del reloj de manera que

o, =10.0k7ad/

El punto E situado en el eslabon BC tal que el centro
instantaneo para £ también es /. la magnitud de v es

= = = m
vy =, (IE)=6.7(0.245)=1.64 A
y el sentido es en la direccion mostrada.

Las discrepancias entre los dos métodos (imagen de
velocidad y centro instantaneo) son obvias debido a las
imprecisiones en los dibujos o croquis trazados.

Aceleraciones. Para cualquier eslabon PQ de longitud R, la
velocidad angular w y la aceleracion angular @ (ver figura
5.28) tenemos, de la ecuacion 2.18.
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aQ/ = (R ~ R’ )er+ (Ro+2Rw)e,
P
Si PO es de longitud fija (constante) por consiguiente,
R=R=0y a% tiene una componente de magnitud Re’

siempre en la direccion de Q a P y otra de magnitud Ra@
perpendicular a PQ y dirigida de acuerdo al sentido de .

Diagrama de aceleracion (seccion 5.7). Viendo la figura
5.29. Los componentes radial y transversal de a 5/ son
4

conocidas, y asumiendo que estas dan la aceleracion total

de aj puesto que 4 es un punto fijo (ab’'+ b'b = ab enel
diagrama). La componente de aC/ tiene una magnitud de
B

L,w; y es dirigida de C a B. La componente transversal de

aC/ es perpendicular a BC pero es hasta ahora
B

desconocida en magnitud o sentido. Un razonamiento
similar es aplicado para aC/ . De cualquier modo tenemos
D

suficientes datos para localizar el punto ¢ en el diagrama
de aceleracion mostrado en la figura 5.29.

Eslabén  Aceleracion Direccion Sentido  Magnitud (m/s) Linea

ag (radial )
AB { A( o) || AB / Lap =0.15(12) =216 ab’
Ay, ransversa | AB '\ L@, =0.15(35)=5.25 b’b
a(/ (radial )
5 || BC S 1w =019(6.7F =853 be’
BC a(/ (transversa ! ) _9 s
B 1 BC ) Lo, =: cc
D ag (radial) ||CD | L =015(10) =150 dc”
ag, (transversa 1) 1 BC ? La,=? c’c

Las magnitudes y direcciones de az y ac se toman
directamente del diagrama de aceleracion.

ab =22.0m/s’ e

aB=a% =

de =31.6m/s’ S

a- :a% =

Figura 5.29
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La magnitud de @, es

d)2=cc _ 4,7 =24.7m%2
BC 0.19 s

Para determinar el sentido de @, observamos que la

componente normal (transversal) de ac/ es c’c en el
B

sentido de ¢’ a ¢; de esta manera BC tiene una aceleracion
angular en el sentido de las manecillas del reloj.

@, =—24.7k m% ,

S

En forma semejante encontramos la magnitud de @,

a)3=c c_ 28 =187m72
CD 0.15 s

y su sentido es contrario a las manecillas del reloj

o, :187k”a%2

Del concepto de imagen de aceleracion podemos encontrar
la posicion de e en be de

be _BE _, _bcBE _ 0.99(50)0.260,7/2
bc BC BC (190) s

La magnitud y direccién de ag son tomadas del diagrama
de aceleracion, encontrando

ap =ag = ae =24.2m/s’ T

Métodos aplicando dlgebra vectorial. El algebra vectorial
puede utilizarse en la solucion de problemas de
mecanismos. Tales métodos son una herramienta poderosa
en la solucion de mecanismos tridimensionales no obstante
que generalmente toma mucho mas tiempo que los
métodos graficos para resolver problemas de mecanismos
planos. Estos métodos dan una aproximacion sistematica,
la cual es facil de conducir por un programa en la
computadora.
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Un bosquejo de una solucién por el método de algebra
vectorial para el presente problema es dado a
continuacion:

De la figura 5.30 encontramos que:
L, +1,+1;+1,=0 (i1)

El vector I =1,(cos6,i+sen6, j) es conocido y los

vectores I, y I; pueden determinarse, primero evaluando
los angulos 6, y 6; por los métodos de la trigonometria
normal y después escribir:

I, =1,(cos, i+ senb, j)
I, =1,(cos 6, i senb, j)

En forma alterna podemos escribir

I,=le,=1(ai+bhj)
I, =1 e, =L(ci+dj)

y se determinan los valores de a, b, ¢ y d. Sefialando que:
d=*\J1-¢’ (iii)

y sustituyendo en la ecuacion (i7) con I, =-[,i y
colocando los valores numéricos nos da:

0.190e, = (0.225 - 0.180c)i— (0.1299 +0.180N 1 -¢? ) j

Tomando los modulos o valores absolutos de esta ecuacion
para eliminar e, rearreglandolo y cuadrandolo
encontramos dos valores para ¢, cada uno con dos valores
correspondientes de d, ecuacion (iii), solamente un valor
de cada par de los valores de d es consistente con los
eslabones BC y CD unidos en C, y uno de los valores de ¢
corresponden con el mecanismo estando en la posicion
alterna mostrada con linea punteada en la figura 5.30. El
vector I, puede luego encontrarse de la ecuacion (ii). Los
resultados son:
I, =(0.0750i+0.1299 j)m

I, =(0.1893i+0.1580 j)m

Figura 5.30
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I, =(0.0350i—0.1457 j)m
Ahora de:

Ve =vB+v%

y de la ecuacion 5.3,
Ve =0 X1+ a, X1,
también
ve =a;x(=1y) (iv)
Igualando las dos ultimas expresiones para v¢
w,x1,+o,x1,+o,;x1;=0, )

Desarrollando los productos vectoriales con los valores
encontrados para /;, I, y I3 con @, =12k, o,=w,k, y
®; = @y k, nos da

(~1.559-0.0158a, +0.1457 @, )i+
+(0.9+0.1893@, +0.03565w,)j =0

Igualando a cero los coeficientes de i y j y resolviendo para
W,y w3, encontramos

o, =—6.6347ad/

— rad
w, =9.9807ad/.
Utilizando v, = w,X 1, y la ecuacion (iv) nos lleva a
_ . .
vy =—1.559i+0.9 jm/

vy = /(1.559) +(0.09)* = 1.8007

ve =—(1.453i+0.3558 j)'%

vel=1/(1.453) +(0.3558) = 1.497m/

Una manera mds rapida de encontrar vc, si @, no es
requerida, es advirtiendo que vc/ es perpendicular a BC,
B

por lo que:
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v, -1, =0
c/ b
s
0 (vC_vB)'IZZO
vp es conocida y de acuerdo con la ecuacion (iv)

ve =y kx (= 0.0350i+0.1457 j)

y llevando a cabo el producto punto (-) encontramos

w; =9.987 a% s por lo tanto v puede determinarse.

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (v)
@} 1+ @, X1+ @,x 1L+, <1+ @)L+ 0, <, =0 (v)

Notese que el producto de vectores puede derivarse de una
manera semejante que el producto de escalares capitulo 1y
apéndice 1. Puesto que /;, es constante en magnitud, luego

l, =X, yaque I = Vs ecuacion 5.3
4

y en forma semejante para I, y I;, de aqui que:

i} 1+ w,x(w,x1,)+ @, x1,+w,x(w,xI,)+ o)
Vi

+ X+ w,x(w,x1;)=0

Sustituyendo  los  valores previamente obtenidos
conjuntamente con

Y llevando al cabo los productos vectoriales, encontramos

W, =-22.77 m% .y o, = 184.4m% )

Derivando la ecuacion (iv)
a- = CE)SX(—I3)+CU3X[CU3X(13)]

Sustituyendo los valores numéricos y desarrollando los
productos vectoriales, se tiene

ac =~(23.32i+21.09 )",
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- m
y. a. =31.40 / ,
S
la aceleracion ap puede encontrarse de una manera similar.

Ejemplo 5.2. El mecanismo en la figura 5.31, se mueve
en un plano vertical. El miembro CD posee una velocidad
angular (wcp) de 8 rad/s y el miembro AB una aceleracion

angular a)ABzaAB=30m%2 ambos en un sentido

horario, en la posicion representada en la figura. Calcule:
a). Las velocidades angulares de los miembros AB y BC.
b). La velocidad del punto M, el punto medio de BC.

c). Laaceleracion del punto C en la posicion indicada.

Solucion:

a). los miembros AB y CD giran Unicamente, y los
pasadores B y C describen arcos circulares con centros en
A y D, respectivamente. Los pasadores B y C también
pertenecen o son puntos del cuerpo rigido BC, cuyo
movimiento es plano, y en consecuencia, el movimiento de
B relativo a C (o de C con respecto a B) ocurre sobre un
arco circular cuyo radio es la distancia entre B y C. Las
ecuaciones 5.3 y 5.4 permiten expresar las velocidades
absoluta y relativa de los puntos B y C en términos de las
velocidades angulares y vectores de posicion respectivos.
En este ejemplo se supone que el sentido de las
velocidades angulares desconocidas es antihorario, si el
resultado final es negativo indica que el sentido supuesto es
erroneo. Las velocidades angulares se expresan como

— _ — _Q)rad
W =0k, O =Wk, O =-8k A )

y los vectores de posicidon son:
ru =15 jmm, rog = (= 300i+125 j)mm, v, = (—75i—100 j)mm

La ecuacion de velocidad relativa aplicada a los puntos B y
C se expresa como

Vp = VC+ V%

o W g XV g =OcpX¥pet OpeXFep
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que se convierte en
@ 5 k<75 j = —8kx(=75i—100 j)+ @z kx (~300i+125 j) (a)

Obsérvese que el vector de posicion o radio vector es el
vector desde el punto fijo (4 o D) o desde el punto de
referencia (punto C para la velocidad de B relativa a C)
hasta el punto moévil. Expandiendo la ecuacion (a) se
obtiene

— 75,5 i =600 j—800i—300w, j—125w, i

~ 75 5 i = i(— 800 — 125w, )+ j(600—300w,,. )

Si dos vectores son iguales, sus componentes (los
coeficientes de los vectores unitarios) deben ser iguales.
Por tanto la ecuacion vectorial bidimensional anterior se
reduce a las ecuaciones escalares siguientes:

en i: 75w, =-800-125w,
en j: 0=600-300a,,

La solucion simultanea de estas ecuaciones da

0, =2.00794/ @, =200k m% | «

r

0, =14.0074, o, =14.00k m% —

b4

b). La velocidad del punto M se obtiene relacionandola
con la velocidad del punto B o C. Utilizando el punto B
como referencia, La ecuacion de velocidad relativa se
expresa como

YV, =Y +V%

= wAB X rAB + wBC X rBM

=14.00k X 75 j + 2.00k x (150i — 62.5 j)
=—1.050i + 300 + 125i

= 925i+ 300

La solucién del problema propuesto también puede
obtenerse utilizando un procedimiento semigrafico. La
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ecuacion de velocidad relativa para los puntos By C en las
formas algebraicas y grafica es:

!'n. = ?5 wAE
B
-~ S 12
Wag
C'
A Vaic = 325wpe T

Los diagramas representan la pendiente y sentido del
término correspondiente (por encima) en la ecuacidon
vectorial. Como B describe una trayectoria circular con
respecto a 4, su velocidad debe ser tangente a la trayectoria
y su sentido debe concordar con la velocidad angular
supuesta para AB. Si al calcular w4 su signo es negativo,
se concluye que el sentido supuesto es erroneo. En el
diagrama donde se define la velocidad de B relativa a C, el
punto C se representd como fijo, aunque en la realidad no
lo es, para ilustrar la correspondencia existente entre las
direcciones de a)% y v 5/

La ecuacion vectorial contiene dos incognitas, @,z y @wpc (0
Vg Y V¥ 5 ), y éstas pueden calcularse igualando las
c

componentes horizontal y vertical de los diversos términos.
La suma de los componentes horizontales (suponiendo el
sentido positivo hacia la derecha) es

@ ~ 750, = —: (8)(125)- 153 (325w, ) = —800— 125wy,

En forma semejante la suma de los componentes verticales
de las velocidades es

ST

( T ) 0= i(s)(lzs)—ﬁezsa)% )= 600-300w,,

. A

La solucion de estas dos ecuaciones algebraicas es
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e =270/ @, =14r0d]

Las dos cantidades son positivas, luego el sentido supuesto
es correcto. En consecuencia

wpc=2.00 rad/s en sentido antihorario,
w45 =_14.00 rad/s en sentido antihorario,

La velocidad de M se obtiene relacionandola con la
velocidad del punto B o C. La ecuacion que relaciona a vy,
con vz €s

Vs = Vp + V%

v, =75 (14) =1,050 vy, 5 =162.5(2)=325

w =2

- - T
— 1050+ 325=1050+125+300

PR— T 17.97° r
— 925+ 300= 972'71% ~ «—

Solucion: Se ha encontrado que las velocidades angulares
de los miembros AB y BC son

w45 = 14.00 rad/s en sentido antihorario,
wpc = 2.00 rad/s en sentido antihorario,

Las velocidades angulares también pueden -calcularse
mediante los centros instantdneos. En cualquier caso,
deben conocerse antes de intentar aplicar la ecuacion de
las aceleraciones relativas para obtener las aceleraciones
angulares. Las aceleraciones de cualquier par de puntos
pueden relacionarse mediante la ecuacion de la aceleracion
relativa. Siempre que sea posible, los puntos deben
pertenecer al mismo cuerpo rigido por cuanto en este caso
la trayectoria asociada con el movimiento relativo es
circular. Ademas, los puntos seleccionados deben describir
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trayectorias conocidas y sus aceleraciones deben
expresarse en términos de cantidades conocidas o de las
cantidades a calcular. En este caso, se escogen los puntos B
y C que pertenecen al miembro BC' y describen trayectorias
circulares. La ecuacion de aceleracion relativa se expresa
como:

En los diagramas correspondientes a cada término se
representan las componentes normal y tangencial de cada
aceleracion, obteniéndose una representacion grafica de la
ecuacion vectorial. Se conocen las direcciones de todos los
miembros de la ecuacion y existen solamente dos
incognitas, las magnitudes de acp y apc. Esta ecuacion
vectorial bidimensional es equivalente a dos ecuaciones
esclares correspondientes a los componentes horizontal y
vertical de los diversos términos. Luego,

@ :(125)0@ +2(125)(82)= 75(30)+153(325)ch —£(325)(22)

(I \1 _53(125)aCD +:(125)(82 )=—75(142 )+£(325)ch +153(325)(22)

que se convierten en
1000y, +4800=2250+ 1250, — 1200

— 750y +6.400 =—14.700 + 30005 + 500

125a,. — 1000, =3750
300a,. +750, = 20.6(103)

La solucion de estas ecuaciones simultaneas es
_ rad
&y =59.5 4 )
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y Upp = 36.8”1% )

¢). Los dos resultados son positivos, esto implica que las
direcciones supuestas (las dos en sentido antihorario) con
correctas. La aceleracion del punto C es

A~

=125(64)+125(36.8)

= 4800+ 6400+ 3680+ 2760
— T
= 8480+ 3640
=9230mm/ s’ 23.2°7 —

Ejemplo 5.3. Los bloques D y E de la figura 5.32(a)
estan articulados entre si. El bloque D se desliza en la
ranura del miembro giratorio OA4, y E se desliza en la
ranura vertical fija. Calcule la velocidad de £ como una
funcion de 8y € mediante:

a). La diferenciacion del vector que define la posicion de
E.
b). Utilizando la ecuacion de la velocidad relativa

Solucion:

a). El vector de posicion del bloque E (referirse a la
figura 5.32(b) se expresa utilizando coordenadas polares o _
rectangulares como | \ e

=

r=re, =bi+btan6 j (a) !

 CAN W

Como r y e, varian con el transcurso del tiempo, se sl
prefiere la segunda forma (coordenadas rectangulares) de Figura 5.32(b)
la ecuacion (a). Luego la velocidad de E es:

v, =i =bsec’66 j
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b). El punto B pertenece al bloque £ y coincide con el eje
del pasador que interconecta los dos bloques, el punto C es
un punto que pertenece al miembro OA4 y que coincide con
el punto B en el instante considerado. La ecuacion de
velocidad relativa puede aplicarse a los puntos By C, y
como en el ejemplo anterior se definen graficamente las
direcciones y sentidos de las velocidades que intervienen
en la ecuacion. Los diagramas se explican a continuacion.

Vp = Ve + v%

La velocidad de B es vertical porque es un punto del
bloque E, que se encuentra restringido a moverse en la
ranura vertical. El punto C pertenece al miembro giratorio
OA por tanto su velocidad es perpendicular a O4 y su
magnitud es 6. La velocidad de B relativa a C es la
velocidad que a B, asigna un observador ubicado en el
punto C, luego su direccion coincide con O4'’, cuando By
C son puntos coincidentes. En los diagramas existen dos
incognitas, las magnitudes vp y v%. Obsérvese que

r=bsec@. La velocidad vz se calcula sumando
componentes en la direccion perpendicular al miembro OA4:

@ vgcos @ = bsec6O
v, = bsec’ 06

v, =v, =bsec’00 T

' Es necesario observar que, aunque la velocidad de B relativa a C tiene direccion
coincidente con OA4, esta velocidad puede cambiar en magnitud y direccion, y
en consecuencia la direccion de la aceleracion relativa entre los dos puntos, en
general, no coincide con O4.
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La velocidad de B relativa a C (V’Vj puede calcularse
c

sumando las componentes de la velocidad en la direccion
OA, este calculo no es necesario para la solucion del
problema propuesto.

y
a% ZchX”BC_(wBC)z Fpc
= @y kx (300i-125 j)— (2)*(300i-125 j)
=300, j+125, i—1.200i+500
- (125ch ~1.200)i+ (300, +500);

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion (a)
se obtiene

(100, +4.800)i+ (= 75a;, +6.400) j = 2.250i—14.700 j
= 2.250i—14.700 j+ (1250, —1.200)i+ (300, +500);

Igualando los coeficientes de los vectores unitarios se
obtienen las ecuaciones

eni: 100, +4.800=2.250+125as: —1.200,

enj: —75, +6.400=—14.700+300, +500
CD BC

Que por supuesto, coinciden con las obtenidas mediante el . !
analisis “pictorico”. Yy’ L. o_ |
/ o

L

Ejemplo 5.4. El extremo inferior de la escalera de 7.50m, f/
representada en la figura 5.33, se desliza sobre el piso con ¢/ / [

una velocidad de /.80m/s dirigida hacia la izquierda y una Fa /fa f “l—— fo
aceleracion de 2.40m/s* también dirigida hacia la izquierda /& / E

cuando O=tan™ (7.2/2.1) (es decir, en la configuracion L f \ .
representada). El extremo superior de la escalera ' o4n 1221
permanece en contacto con la pared vertical. Calcule la
velocidad y aceleracion del centro de masa G en la
posicion definida.

Figura 5.33
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Solucion: La velocidad de G puede calcularse aplicando la
ecuacion de la velocidad relativa, tal como se discutid en la
seccion 5.3 o mediante la localizacion del centro
instantaneo. El centro instantdneo estd ubicado en el punto
O de la figura 5.33 y la magnitud de la velocidad angular
es

y la velocidad angular es

w=0.250" acy en sentido horario
S

La magnitud de la velocidad de G es
2 2 /
v, =0G(w)= [(4.32) +(0.84) P (0.250)=1.100m/ s

y su direccion es perpendicular a OG; por tanto

vo=1.100m/s {4@

Como se conoce la aceleracion de 4, se aplica la ecuacion
de aceleracion relativa a los puntos 4 y G. Luego.

ag = 4ay + a%

en los diagramas se representan los diversos términos. Se
desconocen la magnitud y direcciéon de ag;, también se
desconoce la magnitud de a,p (se supuso en sentido
horario). La velocidad angular de la escalera
(0=0.250rad/s) se calculdo mediante el concepto de centro
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instantaneo. La ecuacion de la aceleracion puede
expresarse como

= —2.40i+ 3.00(0.250) | ~=101= 7207
7.50
+ 3_000((120’_2'10]) (a)
7.50

Esta ecuacién vectorial contiene tres incognitas y es
equivalente a dos ecuaciones escalares. En consecuencia,
no puede resolverse sin el concurso de informacién. Como
el punto B se mueve verticalmente, la direccién de su
aceleracion debe ser vertical, y la ecuacion que relaciona
las aceleraciones de 4 y B contiene dos cantidades
desconocidas tinicamente. Esta ecuacion es:

ap = a, + a%

que en términos de los vectores unitarios i y j se expresa
como

—ay j=—2.40i+7.50(0.250) | ZZIUE220T ) 7 s5gof 22012 200
7.50 7.50

En esta ecuacion las incognitas son az y o, que pueden
calcularse resolviendo las dos ecuaciones escalares que
resultan al igualar los coeficientes de i y j. Los coeficientes
de i proporcionan la ecuacion.

0=-2.40+7.50(0.250) (%) + 7.50{7'—20}

7.50
de donde

a=0.352 ra% ,

S
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este resultado indica que la direccion supuesta para o es
correcta; por tanto,

a=0.352" C’% , en sentido horario
s

= 0.352km% ,

S

Sustituyendo el valor de a en la ecuacion (a) se obtiene

a; =—-2.40i+ 3.00(0.250)2(_ 2']0’_7'201)

7.50
7.20i-2.10 j

7.50 j
=—2.40i—0.525i—0.1800 j+ 1.0138i—0.296 j
=—1.439i—0.476 j

—1.5] 6m/sa/ﬁ""

+ 3.00(0.352)(

Ejemplo 5.5. Si el brazo (portador) 6 y el engrane 5 de la
figura 5.34 rotan en el sentido de las manecillas del reloj
(vistos desde el extremo derecho) a 150 y 50 radss,
respectivamente, determine w,; en magnitud y direccion,
utilizar las ecuaciones (5.10) y (5.11) que cubren este tren
de engranes compuesto, considerando que el engrane 5 es
el primer engrane (o engrane de entrada) y que el engrane 2

es el ultimo engrane (o engrane de salida).

Tk
4 (280) . Eje mavil de
Brg"c ,’r_ rotacién de
J los engranes 3y 4

1 Eje fijo e
s, rotacion del
’%ia engrane 2 y
w4 del brazo 6
”

| | S 2] '.II
] — - —

A “—rr* E A T
-
" FAA
Eie fijo de 4 I o
e fij 1 L 3 //

rolacion del |
engrane 5 =

N

1 v

Figura 5.34
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Las ecuaciones (5.10) y (5.11) para este caso se combinan
para dar:

Wy _ Wy — W

Wss  Ws; — Wy,

Por el tren de engranes rectos 2, 3, 4 y 6 tenemos segln la
ecuacion (5.10)

0 (1) (M) (20) (30) 3
w, \N,)\N,) \28)\18) 21

Por lo tanto

g=w2#]50:>a)2,=£(—100)+150=+30.9mcy —
21 50-150 21 s

Debido a que el signo de w,; es igual que el de ws; y wg;,
w,; esta en la misma direccion es decir, en el sentido de las
manecillas del reloj visto desde el extremo derecho.

Ejercicios de Trabajo

5.1.  La velocidad angular del miembro 4B de la figura
535 es 2lrad/s en sentido antihorario en la
configuracion representada. Calcule:

a). Las velocidades angulares de los miembros BC
y CD.
b). La velocidad del punto E.

5.2.  Enla figura 5.36 se representa el mecanismo de un )
motor alternativo de gas, éste se compone de una  s[\# '3 =2 —p "
manivela (cigiiefial), una biela y el piston. La  "(F == P22
velocidad angular del cigiiefial es 300rpm en AN e ___"Tr' =
sentido horario. Calcule la velocidad del pistén en Lo mlf"w‘t":dl
la configuracion representada. mution)

Figura 5.36
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5.3.
5.4.
5.5.
Figura 5.39 >-6.
g L
e L
e 5 =
:T/Js‘g\“\_ _,//
Figura 5.40
5.7.

Figura 5.41

La manivela OA4 de la figura 5.37 posee velocidad

angular constante en sentido horario, su magnitud

es 6.25rad/s. Cuando el mecanismo se encuentra

en la posicion representada en la figura, calcule:

a). La velocidad angular del miembro 45.

b). La velocidad lineal del punto que pertenece al
miembro 4B y coincide con el eje del rodillo C.

El miembro 4B del mecanismo de la figura 5.38

posee una velocidad angular de 3.0rad/s en sentido

horario en la posicion representada. Calcule:

a). La velocidad del punto B.

b). La velocidad angular de la manivela (disco)
OA.

La rueda de la figura 5.39 gira sin deslizar, y la
velocidad del punto O es constante e igual a
40cm/s dirigida hacia la izquierda. Calcule la
velocidad lineal del punto B en la posicién
ilustrada.

El engranaje 4 de la figura 5.40 gira con una
velocidad angular de 2rad/s en sentido horario. El
engranaje B rueda sin deslizar sobre el engranaje A.
El brazo C interconecta los engranajes en la forma
ilustrada y gira con una velocidad angular de
3rad/s en sentido horario. Calcule:

a). La velocidad angular del engranaje B.

b). La velocidad lineal del punto D perteneciente al

engranaje B.

La rueda de la figura 5.41 gira sin deslizar sobre la
superficie fija. En la posicion representada la
velocidad y aceleracion del centro O se dirigen
hacia la derecha y sus magnitudes son 500mm/s y
750mm/s’, respectivamente. Calcule la velocidad y
aceleracion del punto 4 en la posicion definida.
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5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

La rueda A de la figura 5.42 gira sin deslizar sobre
la superficie horizontal plana y esta conectada al
cuerpo B mediante una cuerda flexible. En la
posicidn representada la velocidad y la aceleracion
del punto C se dirigen hacia la izquierda y sus
magnitudes son 8cm/s y 20cm/s’, respectivamente.
Calcule la aceleracion del cuerpo B relativa al
punto D.

La barra CD del mecanismo de la figura 5.43
posee, en el instante considerado, una velocidad
angular de /.0rad/s y una aceleracion angular de
2.0rad/s’, las dos en sentido horario. Calcule la
aceleracion angular de la barra BC.

El rodillo C del mecanismo de la figura 5.44 posee
en la configuracion definida una velocidad de
1.050m/s dirigida hacia la derecha y ésta
disminuye a razon de 2.50m/s’. Calcule la

velocidad y aceleracion angulares del miembro
OA.

La velocidad del punto A de la figura 5.45 es
210mm/s en el sentido descendente de la ranura y
su aceleracion es 2.00m/s” en el sentido ascendente
de la ranura. Calcule la aceleraciéon del punto C.

En la posicion definida en la figura 5.46, la
velocidad y la aceleracion del rodillo 4 son
0.70m/s hacia abajo y 1.50m/s’ hacia arriba,
respectivamente.  Calcule la  velocidad vy
aceleracion angulares del miembro 4B.

El disco de la figura 5.47 rueda sin deslizar sobre
la pista circular. La velocidad angular del disco es
constante en sentido horario y su magnitud es
30rpm.

10071 200™"

Figura 5.44

Figura 5.46
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Figura 5.48

I
i

Figura 5.49
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5.15.

a). Calcule el tiempo requerido para que el centro
del disco complete una revolucion alrededor del
punto B.

b). Calcule la aceleracion del punto 4 cuando el
disco se encuentra en la posicion definida en la
figura.

c). Calcule la aceleracion del punto 4 considerando
que el disco posee ademas de la velocidad
angular una aceleracion angular antihorario de
drad/s’.

El sistema de engranajes planetarios de la figura
548 cuenta con una corona exterior 4, un
engranaje interior (sol) B, y un cuerpo central
(arafia) que sostiene los tres engranajes pequefios
(planetas) D. Los diametros primitivos son 30cm
para A, 20cm para B 'y 5cm para los engranajes D.
La velocidad angular de 4 es nula, y la velocidad
angular de C es 10rpm en sentido horario. Calcule
a). La velocidad angular de B.

b).La velocidad del punto P perteneciente al

engranaje D.

Los engranajes 4 y B de la figura 5.49 estan
conectados al brazo C mediante los pasadores lisos
E y D. C gira en sentido horario con velocidad
angular constante de 3rad/s. El engranaje B gira sin
deslizar sobre la corona fija y sobre el engranaje A.
Calcule, en la configuracién representada, la
velocidad del punto P perteneciente al pifion A4.
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6

CINETICA DEL CUERPO RIGIDO
EN MOVIMIENTO PLANO

6.1. Movimiento Plano General

En este capitulo consideramos el movimiento de un cuerpo
rigido en movimiento plano general, por lo que
significamos que el centro de masa se mueve en un plano y
cualquier rotacidn es respecto al eje instantaneo
perpendicular al plano.

En el capitulo 3, fue expuesto que la resultante de las
fuerzas externas sobre un cuerpo es igual al producto de la
masa total y la aceleracion del centro de masa. Ahora
debemos considerar el efecto de la posicion de las lineas de
accion de las fuerzas aplicadas, recordando que la
aceleracion del centro de masa es el mismo, si o no la linea
de accion de la resultante pasa a través del centro de masa.

Consideremos inicialmente un grupo de particulas en
movimiento al azar. Para una particula tipica (ver figura
6.1

Zf;j+E=mii;i (6.1)

J

donde f; es la fuerza sobre la particula i debida a la
particula j y F; que es una fuerza aplicada externamente.

Tomando los momentos de las fuerzas respecto a O,
tenemos:

rx Y fy+rx F=rx(m i) (6.2)
J

El momento total de las fuerzas internas es cero, puesto
que las fuerzas internas se presentan en pares de fuerzas
colineales de igual magnitud pero de sentido opuesto.

Y asi sumando para todas las particulas, nos da:

O

Figura 6.1
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.\ d ]
2 Fy =y rxm i )= rxm, ) (63)

Momento de fuerzas externas = Y momento de (ma)

= momento del indice

de wvariacion con

1 respecto al tiempo
del momentum.

= derivado con respecto

al tiempo de el

momento del

Y

momentum.

Podemos hacer uso de la definicion del centro de masa y de
Figura 6.2. acuerdo a r=rstp; (ver figura 6.2), la ecuacion (6.3)
queda como

ZrixFi :ZrGXml.if'G+ZrG><ml.r/'jl.+Zpi><mii"G+Zpi><miﬁi
=rgX M iig+ ) pXxm; p, (6.4)

El segundo y tercer término del lado derecho de Ia
ecuacion previa son cero debido a las propiedades del
centro de masa ver ecuaciones (3.18) y (3.18a)

Si el cuerpo esta en movimiento plano como previamente
se ha especificado, entonces p; es debida solo a la rotacion

del cuerpo rigido en el plano xy.

Figura 6.3. Usando coordenadas cilindricas (figura 6.3)
p.=R._e+zk (6.5)
p;=—’'R,_e.+ R, e, (6.6)

Tomando momentos respecto al eje Gz
Mg = Zpixmi szA
0 z

R.
ig i
Pero, pxmp,-k=m|-@’R, @R, 0|=dmR’
G G G

0 0 1
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Por tanto Mg=o) ml.Rli (6.7)

El término ZmiRli es conocido como el momento de
inercia del cuerpo respecto a un eje que pasa por G
paralelo al eje z y se le da el simbolo /5. I es también
escrito como Mk, donde M es la masa del cuerpo y kg es
llamado radio de giro.
Asi:

M;=1,0=1;x

y, puesto que o es fija en direccidén y /5 es una constante
para el cuerpo rigido,

M, :%(IGa)) (6.8)

Para cualquier cuerpo rigido en movimiento plano general
ahora tenemos tres importantes ecuaciones:

F, = My, (6.9)
F, = My (6.10)
y M =1,0=Mk;d (6.11)

Podiamos elegir tomar momentos respecto a algun punto O
diferente al centro de masa, entonces de la ecuacion 6.4,
debemos anadir un término igual al momento de la masa
total multiplicado por la aceleracion del centro de masa
en el lado derecho de la ecuacion 6.11. Refiriéndonos a la
figura 6.4.

M,=1;0+r;xMa, (6.12a)

Al utilizar el algebra vectorial aqui, observamos que el
término final de la ecuacidn (6.12a) es la componente de
(r,xM a) en la direccién z; asi

M, =1,0+r;xMag) k (6.12b)

Notese que, aun cuando @& =0, M, no necesariamente es

cero. Ademds ponemos de relieve la importancia del
centro de masa, debido a que su uso en la cinética de

¥i ::l @
o ;’nr
5
Figura 6.4
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Figura 6.5

-1

SR

Xy m—

Figura 6.6
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translacion y de rotacion puede ser tratado separadamente.

6.2. Rotacion Respecto a un Eje Fijo

Un caso general sin embargo especial de movimiento plano
general es la rotacion respecto a un eje fijo. Si el eje de
rotacion pasa a través de O luego la velocidad angular del
segmento de recta OG serd el mismo que la del cuerpo, a
saber wk. Referente a la figura 6.5 y utilizando la ecuacion
(6.3) se desprende que el momento respecto a Oz de las
fuerzas externas es:

M, = ZRi (miRié))
=@Y mR} =al,
donde 7, = ZmiRl.Z se define como el momento de inercia
respecto al eje Oz.
De la ecuaciodn (6.12a),

M,=1,6+r;Marg
=1, + M2 )o=1,0 (6.13)

6.3. Momento de Inercia de un Cuerpo Respecto a
un Eje

Teorema de los ejes paralelos. El momento de inercia
respecto al eje z se define como

Iy =ZmiRi2 szi(xiz +yi2)
De la figura 6.6,
X, =XgHX Y Vi=Yety

asi xiz +yl.2 = (xé +x(2;)+ (xlrz +y;2)+ 2xGx; +2yGy;

=77+ Rli +2x5X, + 2y,
En virtud de las propiedades del c.m. (centro de masa),
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Xg Z mx, =0

y e my; =0

_ 2 2
por tanto I,= ZmirG +Z m;R;

=Mr; +1 (6.14)

= M2+ k2)= Mk? (6.15) T R

£,
Donde £, es el radio de giro respecto al eje z. 1
— X, — =X

Teorema de los ejes perpendiculares. Considere la lamina Figura 6.7

delgada en el plano xy mostrado en la figura 6.7.

Ix :Zmiyiz
Iy =Z:ml.xl.2

I, =Y mR;
=Y m,(x? +7)
=1, +1, (6.16)

Momento de inercia de un cilindro circular recto uniforme

i)  Momento de inercia respecto al eje del cilindro. En la
figura 6.8. La masa de una varilla elemental es
L dr(r d@), donde d es la densidad del material.

Momento de inercia respecto al eje = (6L dr )(r d0)r’

Figura 6.8

Asi para el cuerpo completo
Io, =["['aLr drae

4
=Iaélr3 dr(27z)=él27za—=i7zéla4
0 4 2

N 2 . .
La masa del cilindro es dza’L, por consiguiente:
2

I; = M% = MkZ,
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Figura 6.9

Figura 6.10
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ii)

6.4.

Momento de inercia respecto a un diametro externo.
Para una lamina circular, relativo a su centro de masa
(figura 6.9), I, = I,; por lo que del teorema de los ejes,

I =1 =112=17z5a4dz
27 4

El momento de inercia respecto al eje x puede
encontrarse a través del teorema de los ejes paralelos,
para la [amina,

X

I = éﬂ' Sa’+orx azdz(zz)
¢ integrando para la barra completa, se tiene

I, =ﬂ§a2f:£§a2 +22)dz

2 g2
= (5ﬂa2L{a—+L—j
4

3

Podemos emplear el teorema de los ejes paralelos para
encontrar el momento de inercia respecto a un
diametro a través del centro de masa:

2 3 2
J PR e By
; 4 3 2
2 2
:M a_+L_
4 12

Aplicaciones

Como un ejemplo de la aplicacion de la teoria precedente,
considere el problema del tambor con un cable arrollado
figura 6.10.

Admitamos que el tambor tiene simetria, que el cable es
horizontal y que el rozamiento entre el piso y el tambor es
suficiente para evitar deslizamiento. Si la tension en el
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cable es 7, ;Cudl es la aceleracion del tambor y la
direccion del movimiento?

El primer paso importante es trazar el diagrama de cuerpo
libre como el mostrado en la figura 6.11. El siguiente paso
es establecer las restricciones cinematicas. En este caso la
condicion de no deslizamiento en el piso, nos da

X =—RO, . =0
y X, =—RO, . =0 (6.17)

Podemos ahora escribir las tres ecuaciones de movimiento
(ver ecuaciones 6.9-6.11 y figura 6.11):

T —F =M, (6.18)
N-Mg=0 (6.19)
Tr—FR=1.0 (6.20)

Eliminando F y N conduce a

T(1—§1=Mx‘g—1g% (6.21)
y, pues no habiendo deslizamiento 6 = —%,
r I ).
Tij_ﬁj = (M +R—(ij0
0-%)
por lo que R P (6.22)

g

Puesto que R>r, X, es positiva y de este modo el tambor

acelera hacia la derecha. Como el tambor parte del reposo,
se desprende que el movimiento es desviado a la derecha.
Una conjetura intuitiva podria haber producido un
resultado erroneo.

Figura 6.11

Figura 6.12

301



302

Figura 6.13a
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Figura 6.13b

)

3t

Principios de Mecanica para Ingenieria

Otro ejemplo de aplicacién es el descenso de un yo-yo-
Imagine un yo-yo cuyo radio exterior R es 10 veces el

radio de su eje r. El momento de inercia /- del yo-yo
2

: : R
respecto de su eje es aproximadamente /. = m7 donde

m es la masa total del yo-yo. El extremo superior de la

cuerda del yo-yo se mantiene fijo (figura 6.13a)

a). Calcule la aceleracion del centro de masa del yo-yo o
comparela con g.

b). Calcule la tension en la cuerda a medida que el yo-yo
desciende y comparela con mg.

Solucion: (ver figura 6.13b). Si llamamos s a la posicion
vertical del centro de masa del yo-yo, medida desde el
extremo fijo de la cuerda, la ecuacion de movimiento del
centro de masa del yo-yo es:

mg —T =ms§ (1)

La ecuacion del torque (momento torsional) con respecto al
punto O es

d
=—|H, +H 2
e dl‘( o C%m) ®

en que el momentum angular del centro de masa respecto a
O es:
H, =mrs, (3)

C

y el momentum angular del yo-yo respecto al centro de
masa es:

H. 6 =10 4
C%m c ()

2
en este caso /, = m7 La condicion de rodar sin resbalar

para el yo-yo es $=r6. Entonces, de (2), (3) y (4)
tenemos:

mgr =mrs +—<§,
r

es decir,
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_ 1 I 4
A ) B TR 27)

§

Reemplazando el valor de R obtenemos

§=5,
51
Finalmente, de (1) y (5) tenemos
T=m —mls*'—ﬂm ;
g 57 g,

6.5. Ejemplos de Discusion y Ejercicios de Trabajo
Ejemplos de Discusion

Ejemplo 6.1. Un hombre desea deslizar una caja
homogénea de 60kg empujandola con la fuerza P en la
forma indicada en la figura 6.14. El coeficiente de
rozamiento entre la caja y el piso es 0.20. ;Puede
desarrollarse una aceleracion de 2.0m/s’ hacia la derecha
sin balancear la caja? Si es posible, calcule la magnitud de
la fuerza requerida.

Solucion: En la figura 6.14b se define el diagrama de
cuerpo libre de la caja. Las ecuaciones que describen la
traslacion del cuerpo son:

S Fi+YF, j=mlag itag j)
D Mg k=0

Suponga que la caja se desliza sin balancearse. La
suposicion anterior se verifica calculando la distancia x; si
x es menor que 0.5m la caja no se balancea. La fuerza P
debe ser suficiente para deslizar la caja; por tanto, la fuerza
de rozamiento debe ser igual a su valor limite, luego

F=F =uN=0.20N. (a)

Las ecuaciones que describen el movimiento se expresan
como:
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Pi—-Fi+ N j—60(9.81)j=60(2.0i+0 j)=120i

D Mg k=xNk—0.7Pk—1-0F k=0

Las ecuaciones escalares son

i:P - F =120 , (b)
j:N-60(9.81)=0 (c)
k:xN—-0.7P—1.0F =0 (d)

Las ecuaciones (a)-(d) permiten calcular tres fuerzas
desconocidas y una distancia. El valor de N se calcula de la
ecuacion (c) y se sustituye en las ecuaciones (a) y (b). Los
resultados son:

N=589jN, F=-117.7iN, P=238iN. <«

Remplazando en la ecuacion (d) se calcula el valor de x,
éste es
x =0.483m

Luego el balanceo no es inminente por cuanto x es menor
que 0.5m. Si x fuera igual a 0.5m la caja estaria a punto de
balancear. Finalmente si x fuese mayor que 0.5m, la caja se
balancearia o volcaria antes que P alcance el valor 238N, y
la solucion encontrada no seria valida.

Ejemplo 6.2. El sistema representado en la figura 6.15a se
traslada con una aceleracion paralela al eje x. El cuerpo
homogéneo A de 1000kg se mantiene elevado sobre el
cuerpo By se apoya en el eje liso mediante los cojinetes C
y D. la tension en la cuerda EF, paralela al plano xz, es
20kN. Calcule la reaccion de los cojinetes C 'y D sobre el
cuerpo A4 y la aceleracion del sistema.

Solucion: En la definicion del problema se especifican la
masa de 4 y la tension de la cuerda. Se deben calcular las
reacciones sobre 4 en los puntos C y D y la aceleracion del
cuerpo A.

En la figura 6.15b se define el diagrama de cuerpo libre de
A.
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Se considera que las fuerzas aplicadas en C'y D carecen de
componente en la direccion y porque el eje es liso. El
cuerpo A4 se traslada pero no todas las fuerzas estan
contenidas en un mismo plano; por tanto, deben utilizarse
las ecuaciones:

> F =ma, dM;=0

En el diagrama de cuerpo libre existen cinco incognitas,
ellas son C,, C,, D,, D, y a=a,i.

En general, las dos ecuaciones vectoriales proporcionan
seis ecuaciones escalares. Sin embargo, la ecuacion
ZFy =ma, no proporciona informacion Wtil porque no
existen fuerzas ni aceleraciones en esta direccidn; en

consecuencia, se cuenta con cinco ecuaciones, para
calcular cinco incognitas.

La tension del cable es paralela al plano xz, y se expresa
como
T =20000(0.6 i— 0.8 k)= (12000 i— 16000 k)N

Los ejes del sistema de coordenadas adoptado identifican
las direcciones positivas. La ecuacion de las fuerzas se
expresa como

> F=T+C+D+W =mla,)i

que se convierte en

(12000i-16000k)+(C, i+ C.k)+ (D, i+ D.k)—1000(9.81)k

=1000a, i
Las componentes de la ecuacion son:

12000+ C_+ D, =1000a, (a)
y

—16000+C_+D_—-9810=0 (b)

Para expresar vectorialmente la ecuacion de momentos, es
necesario definir vectores desde G hasta puntos
pertenecientes a las lineas de accidon de las fuerzas C, D, y
T. Para definir los vectores mencionados se escogen los
puntos C, Dy E. G coincide con el centro geométrico del
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bloque porque éste es homogéneo; los vectores de posicion
son

re =(0.75i+0.50 j— 1.00k)m, r, =(0.75i—0.50 j—1.00 k)m
re =(0.75i—0.50 j+1.00 k)m

La ecuacion de momento es

D Mg =rXFot+rpXFp+ryxT =0
(0)
(0.75i+0.50 j— 1.00k)x(C, i+ C. k)

+(0.75i-0.50 j— 1.00k)x (D, i+ D, k)
+(0.75i-0.50 j+ 1.00k)x (12000i- 16000 k) =0

que al expandirla se convierte en

lo.s0c, i-(c, +0.75C.) j-0.50C, K|+
+|~0.50D.i-(D, +0.75D,) j+0.50D, k]+
+[8000i+(12000) j+ 6000 k)= 0

Como las componentes en las direcciones i, j, y k deben ser
nulas, la ecuacion vectorial anterior es equivalente al
sistema de ecuaciones escalares:

i :0.50C. —0.50D, +8000 =0, (c)
j:=C.+D.)-0.75(C. +D.)+ 24000 =0, (d)
k :0.50C, +0.50D, +6000 =0 (e)

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones (b) y (c) se
obtienen los valores de C, y D.:

C.=+4905,  D.=+20905

Como la ecuacion (b) indica que C, + D,=25810, la
ecuacion (d) puede expresarse como

—(C,+D.)-0.75(25810)+ 24000 = 0
C.+D,=4642.5 ®)

La solucion simultanea de las ecuaciones (e) y (f) da
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C.=+8321, D, =-3679

Las reacciones de los cojinetes sobre el cuerpo 4 son

r

F. =(8321i+4905k)=9660(0.861i+0.508k)N <

y
F, =(=3679i+20905k)=21200(-0.1733i+0.985 k)N

7

La ecuacion (a) permite calcular la aceleracion -
12000+ 8321-3679=1000a, o a,=16.64
de donde
a=16.64i"/, <

Ejemplo 6.3. El radio de giro de la masa de la rueda
desbalanceada 4 de 30kg, representada en la figura 6.16a,
es de /50mm con respecto a un eje horizontal que pasa por
el punto O. La rueda es simétrica con respecto al plano del
movimiento. El bloque B de 20kg se une al cuerpo A4
mediante una cuerda inextensible que pasa por el tambor
liso D y se arrolla en 4. El momento del par C, que actaa
sobre A4, es de 35N-m en sentido antihorario. En la
configuracion representada en la velocidad angular de 4 es
6.0rad/s en sentido horario. Calcule las componentes
normal y tangencial de la reaccidon del cojinete O sobre el

cuerpo 4. Desprecie el efecto del rozamiento en el cojinete
0.

Solucion: En la figura 6.16b se define el diagrama de
cuerpo libre de la rueda 4. La reaccidon en el punto O se
representa descompuesta en las direcciones normal y
tangencial del movimiento del centro de masa de la rueda,
¢éstas coinciden con los ejes x y y, respectivamente. En este
caso puede aplicarse la ecuacién (6,9, 6.10, 6.11) porque el
cuerpo es simétrico con respecto al plano del movimiento;
luego, las ecuaciones que describen el movimiento del

cuerpo A son:

_ _ 2
ZFX =mag =—mr;Q@
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0, —0.60T —0.80(30)(9.81)=—-30(0,10)(- 6,0)’;
ZFy =mag =mrga,

0, —0.80T +0.60(30)(9.81) = 30(0,10)x ;

> M, =IlLo=mkla

Las tres ecuaciones anteriores contienen cuatro incognitas,
O, O,, Ty a. La consideracion del diagrama de cuerpo
libre del bloque B, definido en la figura 6.16¢, permite
obtener una ecuacion adicional. La ecuacion que describe
el moviendo de B en la direccion y es:

ZFy =ma,,

T—20(9.81)= 20ay, (d)

Esta ecuacion no contiene fuerzas adicionales
desconocidas, y la aceleracion aj, puede expresarse en

términos de la aceleracion angular de 4. Para expresar esta
relacion cinematica es necesario tomar en consideracion la
direccion positiva del eje del cuerpo B y la direccion de a
del cuerpo 4, en la situacion actual.

a, =020« (e)

y

Se cuenta con cinco ecuaciones para cinco incognitas.
Sustituyendo la ecuacion (e) en la ecuacién (d), las
ecuaciones (d) y (c) pueden resolverse simultineamente
para 7'y a, los resultados son:

T'=232.6 N

o= 9.079rad/s2

Reemplazando estos resultados en las dos primeras
ecuaciones se obtienen los componentes de la reaccion.
Los resultados son:

2671 N —

OX
y 0,=36.8jN —
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Ejemplo 6.4. En la figura 6.17a se representa una placa
triangular recta, homogénea de 36kg, que gira alrededor
del eje z en la posicion representada, su velocidad y
aceleracion  angulares son 4krad/s y  Gkrad/s’,
respectivamente. La placa estd montada sobre una barra
circular lisa, soportada por cojinetes lisos en los puntos By
C. Para la situacion definida calcule el par T aplicado a la
barra y las reacciones de los cojinetes sobre la barra.
Desprecie la masa de la barra.

Solucion: Se conocen la velocidad y la aceleracion
angulares de la placa, asi como su masa y dimensiones; se
pide calcular el par Ty las reacciones de los cojinetes.

En la figura 6.17b se define el diagrama de cuerpo libre de
la placa y la barra. No se consideran componentes de las
reacciones en la direccion z porque la barra y los cojinetes
By C son lisos.

El cuerpo A4 gira, pero el cuerpo ni el sistema de fuerzas
son simétricos con respecto al plano del movimiento
(plano xy), y aunque las ecuaciones (6.9, 6.10, 6.11) son
validas para este problema, no suministran informacion
suficiente para resolverlo. Para analizar el problema
pueden utilizarse las ecuaciones generalizadas de fuerzas y
de momentos, ecuaciones (6.9) y (6.13). Las ecuaciones
son:

ZF =mag
y
SM, =01, -al)i-(@1 +ad,)j+al k

Estas ecuaciones incluyen cinco incognitas cuatro
componentes de las reacciones y el momento 7. La
aceleracion de G se calcula de los datos cinematicos
especificados. Los momentos y productos de inercia se
pueden calcular por integracion o sustituyendo los datos
especificados en las formulas consignadas en el Apéndice
5.

Las dos ecuaciones vectoriales que describen el
movimiento equivalen a seis ecuaciones escalares. Sin

Figura 6.17
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embargo, anteriormente se observd que no existen fuerzas
en la direccion z por tanto, la ecuacion

ZFZ =mag_

no suministra informacion util; en conclusion, las dos
ecuaciones generalizadas que describen el movimiento
equivalen a cinco ecuaciones escalares unicamente. El
analisis estd completo porque el nimero de ecuaciones es
igual al nimero de incognitas.

Los valores de los momentos y productos de inercia se
calculan aplicando el teorema de los ejes paralelos. Luego
(refiérase al Apéndice 3)

2b° + 3¢°)
I =1 +mx’ =m(
2 36 +md?

_ 36{2(0.90);; 3(0)2}+36(0.30)2

=4.86kg-m’,

mab

36 + m(?)(O)
36(1.50)(0.90)

=— +0
36

=—1.35kg -m’

I = (IXZ)G +mxgz, =

I,. es nulo porque el plano xz es un plano de simetria. La
aceleracion de G es:

a, =10 i+r.0 j=—(0.30)4) i+ (0.30)6)
= (—4-8i+1.8)m/s’.

La ecuacion (6.9, 6.10) se expresa
Z F =ma,

B.i+ B, j+C,i+C, j—36(9.81)i = 36(- 4.8i+ 1.8 j),
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que es equivalente a
i:B +C, =36(9.81)-36(4.8)=180.4 (a)
J:B,+C, =648 (b)
La ecuacion (6.13) para los momentos es
S M, =ryxFy+r X Fot+rgxW+T =al i- &1 j+al_k,
0

(1.30k)x (B, i+ B, j)+(-0.80k)x(C, i+ C, j)+(0.307)x (- 36 )9.81)i+ T k
=—6(-1.35)i— (4)’ (- 1.35) j+ 6(4.86)k

que es equivalente a

i:=1.30B,+0.80C, =8.10, ()
j:—1.30B.-0.80C, = 21.60, (d)
k: T =29.16, ()

Las ecuaciones (a) y (d) se resuelven simultdneamente
para calcular B, y C,, las ecuaciones (b) y (c) permiten
calcular B, y C,, y el par T se calcula de la ecuacion (e).
Los resultados son:

B,=79.0N,  B,=20.8N,
C,=101.4N, C,=44.0N,

T =29.16N'm
El par y las reacciones de los cojinetes son

T =29.2kN-m

F,=79.0i+20.8j =81.7(0.967i +0.255 )N, —
y
F.=101.4i+44.0j =110.5(0.917i + 0.398j)N., <

Ejemplo 6.5. El cuerpo 4 de la figura 6.18a es un
cilindro s6lido y homogéneo de 50kg, el cilindro cuenta
con una ranura circunferencial estrecha cuya raiz

Figura 6.18a
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Corresponde al circulo a trazos. Puede despreciarse el
efecto de la ranura sobre el momento de inercia del
cilindro. El coeficiente de rozamiento entre el cilindro y el
plano es 0.40. El bloque B se conecta al cilindro A
mediante una cuerda flexible que pasa por el tambor liso y
se arrolla en la ranura del cilindro. Considerando que el
cilindro debe girar sin deslizar sobre el plano inclinado,
calcule la cantidad maxima de masa que puede poseer el
cuerpo B. Se supone que el movimiento del punto de
contacto del cilindro 4 con el plano inclinado es inminente
en el sentido de descenso.

Soluciéon: En las figuras 6.18 (b) y (c) se definen los
diagramas de cuerpo libre de los dos cuerpos 4 y B. En la
inminencia del movimiento la fuerza de rozamiento F' se
opone al o a la inminencia potencial del movimiento, del
punto de contacto. En consecuencia la fuerza de
rozamiento en el punto de contacto del cilindro se dirige en
el sentido de ascenso sobre el plano. El movimiento del
cuerpo A4 es plano mientras que el cuerpo B se traslada. Las
ecuaciones que describen el movimiento de 4 son:

ZFx =mag ZFy =mag ZMGZ =/.x
y la ecuacidn que describe el movimiento de B es
Z F, =ma 8,

Dos de los ejes x, y y z escogidos para el cuerpo 4 son
paralelos y el otro es perpendicular al plano como se indica
en la figura, esta seleccion implica que ag, es nula. Los

ejes definidos en la figura 6.18b se escogieron en tal forma
que a una aceleracion angular positiva, a k, corresponde
una aceleracion positiva del centro de masa G, a, i. En

los diagramas de cuerpo libre existen cuatro incognitas
(mp, T, F'y N), y las cuatro ecuaciones que describen el
movimiento incluyen tres aceleraciones desconocidas
(age, @ y agpy), luego se cuenta con cuatro ecuaciones para
siete incognitas. Es necesario obtener tres relaciones

adicionales mediante consideraciones cinematicas y de
rozamiento.
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Como el deslizamiento es inminente, la magnitud de la
fuerza de rozamiento es

F=F'=0.40N

La condicion de no deslizamiento implica que la
aceleracion de G es.

ag i=rai=0.300ai

Observacion: Se supuso a=ok (en sentido horario) por
tanto (ag), se dirige en el sentido de ascenso sobre el
plano. La componente x de la aceleracion del punto £
(cuya magnitud es igual a la magnitud de la aceleracion de
B) puede expresarse en términos de la aceleracion angular
de 4 mediante la ecuacién de la aceleracion relativa.
Luego, suponiendo @ en sentido horario.

aG + E/G

[7/' E 0,22502_  0,225q
(ag). +(a 0,300a + %

de donde
(ag), =(ay), =+0.3000:+0.2250 = +0.525

donde (ag), se dirige en el sentido de ascenso sobre el
plano y (ap),, se dirige hacia abajo.

Sustituyendo los valores especificos en las ecuaciones que
describen el movimiento de A se obtiene

MF, =T+F-0.6(50)9.81)=50a,, =15,
> F, =0.8(50)9.81)- N = 50ag, =0,

> M, =0.225T - 0.300F =0.5(50)(0.300)’

En forma semejante la ecuacion para B se convierte en:
ZFy =9.8Imp —T =mgay,
=m4(0.525)a,
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y el rozamiento establece que
F=0.40N

La solucion de estas ecuaciones, nos da

r

Ejemplo 6.6. La rueda de 50kg de la figura 6.19(a) gira
sobre la superficie plana horizontal. El coeficiente de
rozamiento entre la rueda y el plano es 0.20. El radio de
giro de la rueda con respecto a su eje geométrico es
400mm. Calcule la aceleracion del centro de la rueda y la
aceleracion angular de esta.

Solucion: En la figura 9.18(b) se define el diagrama de
cuerpo libre de la rueda. En principio se supone que la
rueda no desliza porque el problema no especifica si
ocurre 0 no deslizamiento. En la figura se definen las
direcciones positivas de los ejes de referencia, y se supone
que las aceleraciones son positivas. Las ecuaciones que
describen el movimiento son:

D> F,=200-150-F =mag, =50a,, (a)

> F,=50(9.81)- N =mag, =0, (b)

y
> Mg, =0.50F —0.50(150)=I,,a=50(0.40 .~ (c)

El supuesto inicial sobre la rotacion sin deslizamiento
implica que las aceleraciones se relacionan mediante

ag, =ra=0.50c

Observacion: Esta ecuacion es valida unicamente en el
sistema de coordenadas seleccionado. Si y se dirige hacia
arriba y z lo hace hacia el frente, ag, es igual a -ra cuando
el sistema de coordenadas es dextrogiro.

La solucion simultanea de las ecuaciones anteriores
permite obtener los resultados siguientes:
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F=111.0N F=-111.0iN,

N =490.5N, N=-491jN,
0(=—2.44md/s2, a=—2.44kmd/s2,
ag =0.5(-2.44)=-1.22m/s*, a,=—1.22im/s".

La fuerza F=I1IN es la fuerza de rozamiento requerida
para que el deslizamiento no ocurra. La fuerza de
rozamiento maxima que puede desarrollarse es:

F'= uN =0.20(490.5) = 98.IN

El supuesto inicial no es correcto porque F’ es menor que
F y en consecuencia, la solucion es incorrecta. Sin
embargo, el valor de N es correcto porque la ecuacion para
N no toma en consideracion la hipotesis inicial.
Remplazando F=F’=98.IN en las ecuaciones (a) y (c) se
obtiene

ZFX =200-150-98.1=50a,

> Mg, =0.50(98.1)-0.50(150) = 8.0cx

La solucidon de estas ecuaciones es

ag, =—0.962m/s*,  a, =-0.962im/s’ «

a=0.—324rad/s>, a=-324krad/s’ «
Ejemplo 6.7. La barra AB de 40kg representada en la
figura 6.20(a) mide 5.0m. En los extremos de la barra
existen rodillos cuya masa es despreciable y éstos se
mueven en las ranuras lisas correspondientes. En la
posicion definida en la figura el momento del par C es
150N-m en sentido antihorario, y la velocidad del punto 4
es 3.5m/s hacia abajo en la direccion de la ranura. Calcule.
a). La aceleracion angular de 4AB.

b). Las reacciones sobre la barra en los puntos 4 y B.

Solucion: En la figura 6.20(b) se define el diagrama de
cuerpo libre de la barra. El cuerpo es simétrico con
respecto al plano del movimiento y las fuerzas estan

’ N ==
|a) g

Figura 6.20(a)

- L | _ .,.-%J.':-'l Mem
i T f’:_.- -
t J

4
=y l"' 10 (981"

Figura 6.20(b)

a2
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contenidas en este plano; por tanto, las ecuaciones (6.10,
6.11, 6.12) son las Gnicas que suministran informacion util.
Las ecuaciones que describen el movimiento son:

ZFX =mag ZFy =mag, ZMGZ =I,x

En el diagrama de cuerpo libre existen dos fuerzas
desconocidas y las ecuaciones que describen el
movimiento incluyen tres aceleraciones desconocidas, las
dos componentes de la aceleracion lineal del centro de
masa y la aceleracion angular de la barra.

La velocidad angular de la barra puede calcularse con
ayuda del centro instantdneo localizado en la figura
6.20(c), y las aceleraciones pueden relacionarse mediante
la ecuacion de la aceleracion relativa. La velocidad del
punto 4 es 3.5m/s hacia abajo, y de la figura 6.20(c) se
concluye que también es igual a /.75w; luego

1.75w = 3.5

de donde w = 2rad/s y w = 2rad/s/) Se supone que la
aceleracion angular tiene sentido horario, y las
aceleraciones de los puntos 4 y B se relacionan mediante la
ecuacion

ap =day + Cl%

Igualando las componentes horizontales se obtiene

@ 0.8a, =0+0.6(5a)-0-8(50°),

ay, =3.75a-5(2) =3.75a- 20,

a, =(3.75a-20). X

Las ecuacion de la aceleracion relativa entre los puntos Gy
Bes
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a, =a + a
B A %
250° =10
‘%t 4\
: _\_\?’ 2, b
ot
=(3.75a-20)+

— T N S
=3.0a+ 2250+ 16+ 12+ 1.5+ 2a+ 8+6

~ (15— 8)+ [0.;505—18]

ZFX =mag,
(E) R,—0.6R, =40(1.5a - 8)=60a — 320; (a)
ZFy = Mdg,

(‘T) 0.8R, —40(9.81)=40(0.25c— 18)=10c — 720 (b)

La ecuacion de los momentos puede expresarse en forma

conveniente si se descompone Ry y se aplica el principio
de los momentos; luego

ZMGZ :[Gza

@ 0.8R,(2.0)—0.6R,(1.5)- R (1.5)- 150 =(1/12)(40)(5) &
(0]
0.7R, —1.5R, =83.3a+ 150 (c)

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones (a),(b),(c) se
obtiene
R, =-408N

Ry, =-380N
a=234 rad/sz

Los signos negativos indican que las direcciones de R, y
Rz son contrarias. Los resultados son

R,=408N —, —
R, = 380N o~ «

r

0(=2.34rad/s3/ «—
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Ejemplo 6.8. Dos discos de 50kg cada uno y cuyo
diametro mide 600mm se conectan mediante una barra de
1200mm y masa despreciable. La barra tiene soldadas dos
laminas homogéneas rectangulares de 300mm por 600mm,
en la forma indicada en la figura 6.21(a). La masa de cada
lamina es 25kg. El sistema gira sin deslizar sobre una pista
recta contenida en un plano horizontal. En la posicién
definida en la figura, la velocidad angular es /0rad/s en el
sentido indicado, y la magnitud del par C es tal que el
deslizamiento es inminente. El coeficiente de rozamiento
entre los discos y el plano es 0.25. Calcule la aceleracion
angular del sistema y el par C.

Solucion: En la figura 6.21(b) se define el diagrama de
cuerpo libre del sistema, obsérvese que el origen del
sistema movil de coordenadas xyz coinciden con el centro
de masa G. Se supone que los momentos de las fuerzas de
rozamiento con respecto al eje z se oponen al par C. La
simetria del sistema implica que G se encuentra en el punto
medio del eje geométrico de la barra; la masa del sistema
es
m=2(50)+2(25)=150kg

Figura 6.21

El cuerpo no es simétrico con respecto al plano del
movimiento y ademds no todas las fuerzas estan contenidas
en él; en consecuencia, es necesario utilizar la ecuacion de
momentos generalizada (ecuacion 6.12, 6.13), en este caso
deben calcularse los valores de 1., ., y L.

El cuerpo es simétrico con respecto al plano yz; por tanto,
I es nulo. El plano xz es plano de simetria para los dos
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discos luego, /. de los discos también es nulo. El producto
de inercia de cada placa con respecto a los planos de
simetria es nulo (refiérase al Apéndice J5), pero los
términos de transferencia no son nulos, por tanto /,, es

1= 3[1.), +myozo)
=0+ 25(=15)0.30)+ 25(0.15)- 0.30)
=-2.25kg-m’

El valor de I, también se calcula recurriendo al teorema de
los ejes paralelos (refiérase a la tabla del Apéndice 5).

I, = Z (]z )discos + Z [([z )G +md’ ]placas
- 2[(0.5)(50)(0.30)2 ]+ 2{(%](25)(0.30)2 + 25(0.15)2}

=6.00kg - m’
La ecuacion de las fuerzas es

Z F =ma,
que se expresa como
~F,i-F,i+ N, j+ N, j—150(9.81)j = 150a,,

Los momentos de las fuerzas calculados con respecto a G
pueden obtenerse mediante multiplicaciones vectoriales,
pero en este ejemplo se calculan facilmente
inspeccionando la figura 6.21b la ecuaciéon de momento es

SM, =01, -al)i-@1, +ad,)j+al k

que se convierte en

(0.60N, —0.60N, )i+ (0.60F, — 0.60F,) j+(C - 0.30F, — 0.30F, )k
=(10Y (= 2.25)i- a(~ 2.25) j+ cx(6.00) k

Estas dos ecuaciones generalizadas que describen el
movimiento equivalen a cinco ecuaciones algebraicas
(porque no existen fuerzas ni componentes de la
aceleracion en la direccion z) Existen cuatro fuerzasy un
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par desconocidos ademas de la aceleracion lineal de G y la
aceleracion angular del cuerpo. El problema define que las
ruedas giran sin deslizar; por tanto,

a; =ra(-i)=—-0.30ai

Las ecuaciones escalares que describen el movimiento son

—F,—F, =150a, =—45a, (a)
N,+N,—1471.5=0, (b)

0.60N, —0.60N, =—225, ©)

0.60F, —0.60F, = 2.25a, (d)

’ C—0.30F, —0.30F, = 6.00cx ()

Estas cinco ecuaciones contienen seis incognitas, las leyes
del rozamiento proporcionan una ecuacion adicional. Al
incrementar C, F; y I, también aumentan hasta que una de
ellas adquiere el valor limite. En este caso existen dos
posibilidades, por tanto, debe formularse una hipdtesis y
verificar su validez. Suponiendo que F; es igual a uN;, la
solucion de las ecuaciones es

N, = 923N,
N, = 548N,

F,=uN,=0.25(923)=23IN,

F,=273N -

El resultado anterior indica que F, es mayor que ulN,; es
decir, que 0.25(548) o 137N, luego el deslizamiento ocurre
en primer término en el disco del lado derecho, ahora es
necesario resolver el problema suponiendo que F, es igual
a uN,. En este caso la solucion es:

N, = 923N, N, = 548N,

F,=uN,=137N,
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F,=1I6N,
a =5.62ma?/s2 ,

C=109.7N -m

Esta solucion satisface la condicion F1 menor que uN;; por
tanto, el deslizamiento de la rueda derecha es inminente.
Los resultados son:

a=5.62kmd/s2, «—

C=109.7kN -m. —

Ejercicios de Trabajo

6.1. La barra uniforme AB de 5kg representada en la
figura 6.22 esta conectada a dos collares de masa
despreciable. Los collares deslizan libremente
sobre ejes paralelos contenidos en un plano
vertical. Calcule
a). La aceleracion de la barra
b). Lasreaccionesen 4y B

6.2. Calcule las aceleraciones minimas que deben
adquirir los bloques del sistema de la figura 6.23,
considerando que el cuerpo 4 no se mueve con
respecto a B. El coeficiente de rozamiento entre A4 < g L oam
y B es 0.20, y el plano horizontal es liso.

6.3. Lamasa de la carga del camion de la figura 6.24 es
m kg y un cable evita su volcamiento. El
coeficiente de rozamiento entre la carga y el
camion es (.30. Calcule la aceleracion maxima que
se puede imprimir al camion hacia la izquierda
considerando que la carga permanece vertical. ;Es
razonable la aceleracion obtenida? -

6.4. La barra esbelta y homogénea de 3.0kg E \
representada en la figura 6.25 mide 2.0m. En la S
posicion definida en la figura, la barra gira Figura 6.25
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10ks

|
Figura 6.27
6.7.
'_ZQ'J
Figura 6.28
' 6.8.
L |
Figura 6.29

Y’ 6.6.

alrededor del punto 4 en sentido antihorario y su
velocidad angular es Srad/s. Calcule

a). La aceleracion angular de la barra.

b). Las componentes normal y tangencial de la
reaccion en el punto 4.

El tambor homogéneo de 25kg representado en la

figura 6.26 reposa contra el escalon pequefio A.

Para superar el obsticulo se aplica la fuerza de

100N representada en la figura. Calcule

a). La aceleracion angular inicial del tambor.

b). Las componentes normal y tangencial de la
reaccion que se desarrolla en A en el instante
considerado.

El cuerpo de 5kg de la figura 6.27 se mueve sobre
la superficie horizontal lisa. El momento de inercia
de la polea con respecto a su eje de rotacion es
0.5kg'm’, y no hay deslizamiento entre la polea y el
cable. Calcule la aceleracion angular de la polea y
las fuerzas que el cable ejerce sobre los bloques.

La jaula A de 20kg representada en la figura 6.28
baja y sube mediante un cable que se arrolla en un
tambor montada en la rueda dentada B. La masa del
tambor y la rueda dentada B es de 30kg, el radio de
giro de la masa con respecto a su eje de rotacion es
0.40m. El radio de giro del engranaje C de /5kg es
0.20m calculado con respecto a su eje de rotacion.
Calcule la aceleraciéon de A cuando se aplica el
engranaje C la fuerza de /20N indicada en la
figura.

Las masas de los cuerpos 4 y B de la figura 6.29
son 300kg y 30kg, respectivamente; el cuerpo A
simétrico. Al comienzo de un intervalo de tiempo la
velocidad de B es Sm/s hacia arriba. Durante el
intervalo de tiempo el cuerpo B recorre 30m y su
desplazamiento es /2m hacia abajo. Calcule con
respecto al eje de rotacion el radio de giro de la
masa del cuerpo 4.
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6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

A la barra AB esbelta, homogénea, de masa m y

longitud (\/3 )l de la figura 6.30 la sustentan tres
cuerdas en la forma ilustrada. Calcule las tensiones
que desarrollan las cuerdas OA y OB
inmediatamente después de cortar la cuerda CB.

El sistema representado en la figura 6.31 esta
compuesto por tres barras esbeltas y homogéneas
articuladas en los puntos 4, By C de tal forma que
constituyen un triangulo equilatero. Cada barra
mide 500mm y su masa es 4kg. Calcule la reaccion
que se desarrolla en el apoyo 4 en el momento de
liberar el sistema desde el reposo, considere que el
miembro AC coincide con la direccion vertical.

La rueda de 8kg representada en la figura 6.32 es

un cilindro homogéneo con una ranura delgada en

la cual se arrolla la cuerda. Puede despreciarse el

efecto de la ranura sobre el célculo del momento de

inercia de la rueda. Suponiendo que la rueda gira

sin deslizar sobre el plano horizontal, calcule.

a). La aceleracion de G.

b). El coeficiente de rozamiento minimo
requerido entre la rueda y el plano para evitar
el deslizamiento.

En la figura 6.33 se representa un cilindro solido y

homogéneo de Skg. Calcule.

a). El coeficiente minimo de rozamiento entre el
cilindro y el plano necesario para que el
cilindro ruede sin deslizar durante su descenso
por el plano inclinado, suponga que el cuerpo
parte del reposo.

b). La aceleracion del centro del cilindro cuando
¢éste rueda sin deslizar.

La esfera homogénea de 1/5kg representada en la
figura 6.34 cuenta con una ranura delgada para
alojar la cuerda. Desprecie el efecto de la ranura
sobre el célculo del momento de inercia de la
esfera, y suponga que las dos cuerdas estan

Figura 6.32

Figura 6.33

Figura 6.34
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6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

contenidas en el plano vertical de simetria. Calcule
el valor de la fuerza P cuando la aceleracion
angular es /2rad/s’ en sentido antihorario.

El cilindro homogéneo A del sistema de la figura
6.35 se apoya en cojinetes lisos existentes en el
interior de la carcasa B, y un cable lo conecta al
cuerpo C. Las masas de los cuerpos 4, B'y C son
25, 10 'y 35kg respectivamente. Todas las
superficies son lisas. Calcule la aceleracion de los
cuerpos By C.

El disco homogéneo A de 6kg del sistema de la
figura 6.36 se conecta mediante una cuerda al
cilindro homogéneo B de [5kg. Calcule la
aceleracion angular del cuerpo B.

La barra homogénea 4B de la figura 6.37 se
mantiene en equilibrio apoyada sobre el plano
horizontal liso y sostenida por la cuerda BC.
Calcule la aceleracion del centro de masa y la
aceleracion angular de la barra que se desarrollan al
cortar la cuerda.

El cilindro homogéneo C de la figura 6.38 se
encuentra en reposo al colocarlo sobre la banda sin
fin que se mueve hacia la izquierda con velocidad
constante igual a [/2m/s. El coeficiente de
rozamiento entre la correa y el cilindro es 0.5.
Calcule la velocidad angular del cilindro cuando
choca con la pared.

El cilindro homogéneo de 45kg representado en la
figura 6.39 se encuentra en reposo sobre el carro o
plataforma movil B. al aplicar a la plataforma la
fuerza P, se imprime a ¢€sta una aceleracion de
Sm/s’ dirigida hacia la derecha. Suponga que el
cilindro no desliza sobre la plataforma. Calcule

a). La aceleracion del centro de masa del cilindro.
b). La fuerza de rozamiento que actua sobre el

cilindro.
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6.19.

6.20.

La barra ranurada 4B posee en la posicion definida
en la figura 6.40 una velocidad de /.2m/s dirigida
hacia la izquierda, en este instante la cuerda se
revienta. El radio de giro de la barra con respecto a
su centro de masa es 300mm. El coeficiente de
rozamiento entre la barra y el pasador O es 0.50.
Calcule la aceleraciéon que adquiere el centro de
masa de la barra inmediatamente después de la
liberacion del sistema.

La velocidad del punto B de la barra homogénea de
40kg representada en la figura 6.41 es 3m/s
dirigida hacia abajo. El extremo B de la barra es
liso, y el coeficiente de rozamiento entre el
extremo A y el plano horizontal es 0.5. Calcule la
aceleracion angular de la barra.
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Apéndice 1

ALGEBRA VECTORIAL

Un vector en el contexto de mecanica se define como una
cantidad que posee magnitud y direccion, por lo tanto
puede representarse como un segmento de recta. Un vector
V puede ser indicado como Ve donde V es la magnitud
escalar y e es un vector unitario en la direccion de V. En
este libro se hace una distincién entre el siempre modulo
positivo |V] y la magnitud escalar V' la cual puede ser
positiva o negativa.

A.1.1 Adicion de Vectores

Por definicién dos vectores se suman por la ley del
paralelogramo como se muestra en la figura Al.1.

A

Si i,j y k son vectores unitarios en las direcciones
respectivas x-, y-, z-, entonces

V=V.I1+V, j+V k (A1.1)
donde V,, V, y V. son las componentes escalares de V.

Por el teorema de Pitagoras,

V=V +v}+V? (A1.2)

de la figura A1.1 se observa que

A

A+B=(4,+B,)i+ (Ay +B, )j+ (4. +B.)k

(A1.3)
=B+4
yaque V= "Ve,
AN aA,
JVi+vi+v? (A1.4)

=ltc+mjA'+nl€

1
t

A, 13,

-

B A
Figura Al.1

=
/|
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donde /, m y n son los cosenos de direccion del vector
unitario e relativos a los ejes x-, y- y z- respectivamente.

A.1.2. Multiplicacion de Vectores
Producto escalar

El producto escalar de dos vectores (figura A1.2) se define
como:

A-B =|A||Blcosa= B- A (ALS)
Por lo tanto lAlAszjAzlglgzl
y [-j=jk=kki=0
en consecuencia A-B=4 B +A4 B, +A4.B, (A1.6)
Si un vector es un vector unitario e, luego
A-e=|Alcosa (AL.7)

que es la componente de A4 en la direccion de e.

El trabajo hecho por una fuerza F a lo largo de un
desplazamiento ds es

dW =F-ds (A1.8)
y la potencia es
ds
F-—=F-v (A1.9)
dt

Producto vectorial. El producto vectorial de dos vectores
(figura A1.3) se define como

Ax B =|A||B|sen e =—Bx A (A1.10)
En coordenadas cartesianas,
i ]k
AXB=|4, A, A, (ALI1)
X By Bz
=i(4,B.—4.B,)+ j(4.B,— 4.B.)+k(4,B,—4,B,)

(A1.12)



Algebra Vectorial

Si un cuerpo tiene una velocidad angular @ entonces la
velocidad de un punto 4 relativa a un punto O es

v, =oxr, (A1.13)
0] O

El momento de una fuerza F respecto a un punto O
M,=rxF (Al.14)

El triple producto escalar. El triple producto escalar de los
vectores, llamado también producto caja se representa
como A*B x Cy es el volumen del paralelepipedo formado
por los tres vectores como se muestran en la figura Al.4.
La posicion del punto y la cruz pueden intercambiarse con
tal que el mismo orden ciclico se conserve. Si el orden
ciclico es invertido entonces el sentido del resultado
cambia. Se entiende facilmente que si cualquiera de dos
vectores son paralelos, entonces el triple producto escalar
es cero.

La componente del momento de una fuerza en la direccion
dae,es

e-(rx F) (A1.15)

Si e es paralelo a r o F entonces el producto es cero.

Triple producto vectorial. El triple producto vectorial
Ax (Bx C) puede ser mostrado a ser igual a

Ax(BxC)=B(4-C)-C(4-B)  (Al.16)

El momento del momentum (momento de la cantidad de
movimiento lineal) de una particula debida a la rotacion de
un cuerpo rigido es

H=r><mv=r><(mw><r)
=w(mr-r)—r(mr-w) (A1.17)

Si r es normal a @ por lo que el momento del momentum
de la particula

H=womr’ (A1.18)

Figura A1.4
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A.1.3. Derivacion de Vectores con Respecto al Tiempo

Ver figura A1.5 por definicion

av _,. V(e+At)-v ()
T, At—0
dt t At (A1.19)
lim av
At—0 At

y es por consiguiente un vector en la direccion de AV

El vector AV puede ser escrito como el vector suma de dos
componentes ortogonales:

AV =(av),e,+(4v ), e,

(ar), MVL%}

tal que

dVv
— e+
dt At At

Obsérvese que la magnitud de V(t+ A4t es (V+ AV), no
obstante AV # ‘A V‘.

= Zlmm—m{

Derivadas de un producto de dos vectores

i(AOB) _ limﬁtﬁo{(AJr AA)O(B+ AB)- AOB}
dt At
. [AOAB+AAOB+AAOAB}
:llmAt—m
At
=402+ 2op (A1-20)
dt  dt

El simbolo O significa que puede ser ya sea un producto

escalar (producto punto (*)) o un producto vectorial
(producto cruz); en el caso de producto vectorial es

importante que el orden se conserve como se indica en la
ecuacion (A1.20).

En el estudio de curvas de un plano si la funcion de la
curva es y = f (x), larelacion de la curvatura C'y el radio de
curvatura p se determinan por la expresion:

T (A1-21)




Apéndice 2

UNIDADES

Una cantidad fisica se expresa como el producto de un
mero numero y una unidad. Las leyes fisicas que existen
entre las cantidades fisicas son convenientemente
expresadas en sistemas de unidades, consistentes tales, que
la forma de la ecuacion de toda ley fisica sea
independiente del sistema de unidades elegido.

Cuatro sistemas son aqui enlistados, es decir el Sistema
Internacional de Unidades (Systeme International d Unites
ST); el sistema centimetro, gramo, segundo (c.g.s); el
Sistema Britdnico Absoluto basado en el pie, libra y
segundo (fp.s) [foot, pound, second]; y el Sistema
Britanico Gravitacional o Técnico basado en el pie, slug y
segundo (f.s.s) [foot, slug, second].

En todos estos sistemas F' = ma y el peso W =mg, donde g
es la intensidad de campo gravitacional. Un wvalor
normalizado de la intensidad de campo en la superficie de
la tierra es dado como 9.80665 N/kg, (m/s°), o
aproximadamente 32.174pdl/Ib o (Ibf/slug) o (ft/s°).

Islug = 32.1741b

1Ibf = 32.174 pdl
También Ikgf = 9.80665N =~ 9.8IN

Conceptos actuales de cada una de las unidades
fundamentales, del sistema SI.:

metro: Longitud del trayecto recorrido por la luz en el
(m vacio durante un intervalo de tiempo igual a la
fraccion 1/299 792 458 de 1s.

kilogramo: Masa del Kilogramo Prototipo Internacional
(kg) conservado en la sede del BIPM.
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segundo: Duracion de 9 192 631 770 ciclos de la radiacion
(s) correspondiente a la transiciéon entre los dos
niveles hiperfinos del estado fundamental del

atomo de cesio 133.

kelvin: Fraccion 1/273.16 de la  temperatura
(K) termodinadmica (o absoluta) del punto triple del
agua (273.16K).

ampere: Intensidad de la corriente eléctrica constante, que
(4) mantenida en dos conductores rectilineos
paralelos, de longitud infinita y seccion
transversal despreciable, y situados a la distancia
de 1m en el vacio, produce una fuerza de 2 x 10~

N/m entre los conductores.

candela: Intensidad luminosa en una direccion dada,
(cd) correspondiente a una energia de 1/683 W/sr, de
una fuente que emite una radiacién
monocromatica de frecuencia igual a 540 x 10"

Hz.

mol: Cantidad de entidades elementales (atomos,

(mol) moléculas, iones, etc.) en un sistema material,
igual al nimero de 4tomos existente en 0.012 kg
de carbono 12. (El namero es 6.0220 x 107, la
constante de Avogadro)

Unidades Suplementarias

Como unidades que complementan a las fundamentales, se
tienen las dos siguientes:

Cantidad Nombre de la Simbolo de la
Suplementaria Unidad unidad
Angulo plano (0) radian rad
Angulo solido (Q)  Estereorradian s

radian: Angulo comprendido entre dos radios de una
(rad) circunferencia y que determina en esta curva un
arco de longitud igual a la de su radio.
estereorradian: Angulo solido con un vértice en el centro de una
(sr) esfera, y que intercepta en ésta una superficie
cuya area es igual a la de un cuadrado con lado
igual al radio de la esfera.



Unidades
Tabla A2.1
UNIDAD Y SIMBOLO
CANTIDAD
SI C.g.5. 1-p-s. f-s.s.
Masa kilogramo, kg gramo, g libra, 1b slug
Longitud metro, m centimetro, cm pie, ft pie, ft
Tiempo segundo, s segundo, s segundo, s segundo, s
Angulo radian, rad radian, rad radian, rad radian, rad
Fuerza newton (kgms?),N  dina poundal, pdl  libra fuerza, Ibf
Energia . pie poundal, pie libra fuerza, ft
Trabajo } joule (m N), J erg fi pdl Ibf
Potencia watt (Js'), W ergs’ ft pdl s-1 ft Ibfs!
Presion pascal (N m?), Pa
Momento de | dina cm pdl ft Ibf ft
fuerza
Momento de kg m’ g cm’ Ib ft2 slug ft*
mercia
Velocidad ms’ cms’! fts-1 fts!
Aceleracion m s’ cm s ft s-2 ft s

[1 micron=10"°m, 1 litro=10m3, 1 tonelada = 10°kg, 1 bar=10° Pa]

Obsérvese que estas son relaciones exactas y no varian con
la localizacion como lo hace g.

La conversion de unidades britanicas al S/ se logra

utilizando los siguientes factores exactos de conversion:
1ft=0.3048m

11b=0.45359237kg
Empleando estos valores
1pdl = Ilbizt =lkg L m(ﬁ}%
s kg m)s
= lkg 0.4536m 0.3048s~*
=0.1383kg ms” =0.1383N

_ o o pdl
Hbf_](pdl jpdl I(pdl j( N jN

=1x32.174x0.1383N
=4.448N

Del mismo modo para el trabajo y energia
1ft pdl =0.042J
I ftibf =1.356J

Por lo tanto / h.p. =550 ft Ibfs™ = 745.700W
Otro factor de conversion util es:
Densidad 11bfi°. =16.0185 kg m”
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Presion 1 Ibf pulg.” =6894.76 N m™ (Pa)
1 atmésfera (atm)=1.01325x10" Nm™

Noétese que para los planteamientos anteriores, la
representacion para la unidad es tratada como si esta fuera
una cantidad algebraica normal

Tabla A2.2
FACTOR PREFIJO SIMBOLO
10" tera T
10° giga G
10° mega M
10° kilo K
10? hecto H Estos no son multiplos
10 deca Da
10" deci D de base en el sistema SI
102 centi C
107 mili M
107 micro M
107 nano N
1072 pico P
10'15 femto F
10'18 atto A

El uso de los prefijos se ilustra como sigue:
0.000 001m = 1 um(micron)

1000 000N = 1 MN (meganewton)
0.Im=100mm

10* N = 10kN
107 kg = IMg(no 1 kkg)

Otros sistemas de unidades se encuentran todavia, en los
que la utilizacion de una unidad de masa se elude
escribiendo m=(W/g) de tal forma que F'=(W/g)a. En forma
alterna la aceleracion puede expresarse como multiplos de
g como F=W (a/g).

El uso de unidades variantes de fuerza tal como la libra
peso (Iby) y el gramo peso (gry) que esta desapareciendo y
que no se debe fomentar. Para propositos practicos una
fuerza igual al peso de la masa unitaria a menudo
encuentra ventajas en aplicaciones elementales, tal como el
kilogramo fuerza (kgf), o su equivalente aproximado
1daN(10°N), contintia usandose en aplicaciones practicas
(no técnicas)
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Apéndice 3

INTEGRACION APROXIMADA

La Regla Trapezoidal

7
A

El 4rea bajo la curva sombreada mostrada en la figura

.. . . )
A3.1 se divide en franjas iguales de ancho w y las N
ordenadas o altura son marcadas de a; a a,. El contorno {“;
superior curvo es por lo tanto aproximado a lineas rectas =T :
entre las ordenadas. Figura A3.1
El 4rea es:

éw{( primera + la ultima 0rdenada)+ 2(0rdenadas restantes )} (A3.1)

es decir 4= ;w{(aj +a,)+2a, +a; +wnta,  +a,,) (A3.1)

Regla de Simpson

El area bajo la curva es dividida en un namero par de
franjas del mismo ancho w, pero en este caso, la superficie
comprendida entre la cuerda y tres valores consecutivos de
la ordenada a puede tomarse en cuenta aproximando la
curva a una parabola entre estos tres valores consecutivos
de a. En términos de las ordenadas a, el area es:

1
3 w[primera + ultima + 4 (ordenadas pares) + 2(0rdenadas restantes non)]

(A3.2)
es decir

y :;W[‘U ta, +4(a, +a, +weta, )+2(a; +a; +nta, )|

(A3.2)
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Figura A4.1

—e e

Figura A4.2

p - dr dé

Figura A4.3

Apendice 4
FUERZAS CONSERVATIVAS Y
ENERGIA POTENCIAL

Notas Sobre Fuerzas Conservativas

Si el trabajo hecho por una fuerza para mover una particula
de la posicion 1 a la posicion 2 es independiente de la
trayectoria seguida (ver figura A4.1) luego la fuerza se dice
ser conservativa.

2 2 I
I F-ds= I F-ds= I F-ds
491 Bl BJ2
Asi JZF-ds+ IIF-ds=0
4d1 BJ2
(o la integral alrededor de una trayectoria cerrada es cero:)
§F-ds=0 (A4.1)

Para un elemento diferencial de la trayectoria (figura
A4.2), el trabajo hecho a lo largo de la trayectoria ABC
debe ser igual al de la trayectoria ADC, asi

oF oF,
Fdy+|F.+—=dy|dx=Fdx+| F,+——dx |dy
d, ox
oF
Por tanto oy _9F, (A4.2)
ox  dy
En coordenadas polares (figura A4.3)
F.dr+|F, + 9o g, (r+dr)d@=Fyrd6+ [F, + 95 40 \ar
or 00
oF, oF
Por 1 Fy+| =% lr=—1 A4.3
or lo que P ( 5, )r 20 ( )



Fuerzas Conservativas y Energia Potencial

Energia Potencial

La energia potencial se define como:
V= —_[F- d s+ constante
= —I F dx - IFydy + constante
dV =—F-ds=-F.dx—Fdy

Ademas, de la teoria del calculo diferencial

oV aV
dV =—dx+—d
ox T dy 4
de aqui que
L
X
A4.4
, (A44)
1%
F =———
y Ay
En coordenadas polares
dV =—F dr—Fyurdf
pero av=""ar+ 49
or 00
por lo que
r
A4.5
, (A43)
19V
F =—--""
Y
Para un campo gravitacional uniforme —gj
V =mgy + constante (A4.6)

Para un campo de ley del cuadrado inverso, -(u/r")e, donde
[ = constante

V= _# + constante (A4-7)
r

Para un resorte helicoidal rectilineo o con rigidez k.
V= ; . (A4.8)

donde x es la deformacion (alargamiento) del resorte.
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Figura A5.1

Figura AS.2

Apendice 5
CENTROS DE MASA'Y
MOMENTOS DE INERCIA

Centros de Masa

La posicion del centro de masa G (figura AS.1) se define
por:

Zmiri
I"G 27 (ASI)

o por las tres ecuaciones escalares

v = 2 (A5.20)
M
m;y;

T o

2, = 2mi% (A5.2¢)
M

También Y m;p; =0 o en forma escalar Y m,p . =0 etc.

Momento de Inercia

En la figura A5.2, el momento de inercia respecto al eje z
es:

Io, = MK, =¥ mylx? +y7) (A5.3)

IOxy = Z mX,y; (AS5.4)
Teorema de los ejes paralelos

I, =1 + M +37) (A5.5)

Loy =16y +Mxgyg (A5.6)
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Teorema de los ejes perpendiculares

Para una placa delgada en el plano xy
Io, =1 +1p, (A5.7)

Centros de Masa y Momentos de Inercia

OBJETO CENTRO MOMENTO DE
DE MASA INERCIA
2
\ a
< 1 IOz = M7
Placa circular | a?
IOr =M—
: 4
2
i IOz =M %
Placa g ," _ _4a )
semicircular (TP | i Y6 5, Iy, = M%
} h2
Placa AW _1 lo,=M—
triangular ' L Yo =3h 2
i W
Placa ‘ N lo,=M—
rectangular ¢ G 12
(12
4 I, =M—
Cilindro O e 2
solido o I =M (302 + 1)
12
i
i1 A 2.,
Esfera solida o I = gMa
[
Semiesfera < 2
solida v Yo =54 Yo =54 [()z_IOxZEMaz
! o =M (0 4p7)
: 5 12
Barra : Y,
rectangular o I, = —(az +I7 )
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

1.1.
1.2.
1.3

1.4.
L.5.

1.6.

1.7.
1.8.

—_——
— o
=

el N e T e e S S S N =
e T T N e S S S S
OO\ LN B~ W —

1.19.

2.1.

2.2.

2.3.
24.
2.5.
2.6.

w =0.1875rad/s 1
a =0.0406rad/s>)

DE TRABAJO
0.800i+0.53j+0.27k 2.7. 235m
(4i+4j+2k)m 2.8. (8.66i+5.05)m/s,
(7,2, 6)m (-10i+17.32j)m/s’
(0.87i+0.35j+0.35k)m 2.9. (-0.384i+2.66j)m/s
(-3i -4j -k)m, (-15.83i+2.41j)m/s’
(3i+4j+k)m 2.10. a) e e
NG A
(3i—j -k)m, b)
(0-90i -0.305 -0.30k)m 2.11. a) 3.68 m/s’
0, 2, 8)m b) 1.400 m/s’
(3, 2.8 2.8m 2.12. 7.368 Nudos, 16°19’ N.O
(4.104m, 43.03°, 2.8m ) 2.13. (6.62i+4.66j)m/s,
(-11.83i+8.41j)m/s’,
. (16.25, 10.84, 4.33)km, 8.09m/s, 14.51m/s’
(19.53km, 33.7°, 4.33km)  2.14. 7.08m/s 0 5.12m/s
. 75.6° 128.3° 41.9° 2.15. vp=1.2m/s —,ap=4.4m/s’—
. 79.62° 2.16. 16.67mm/s’ =
. 3m, 2.92m 2.17. (2.0i+3.45j)m/s
. 9.2m, 8.6m, 7.8m (-0.12i+5.58j)m/s
.817m, 97.7° 2.18. 17.89m/s
.h=0487 2.19.v,,..=31.2m/s, t=8.66s
Ch=2.29° 2.20. 21m/s
.SiA=D y E=AxB 2.21.57.2s
F = DxE = Ax(AxB) 2.22. 8.54m/s, 28.0s
-3i-2j —k
3.1. a) 2.45m/s’, b) 47.4kg
(-27i+223j)m, 3.2. a) 76.45kg, 593N
(-24i+216j)m/s, b) 7470m/s
(-10i+144j)m/s’ 3.3. a) 8.38m/s’ A
(6.25i+11.17j)m b) 1.181m/s’ A
(i+10j)m/s c). 0 m/s’
a) -22.5m’/s’, b) 6.32m/s  3.4. a). 0.344m/s’ ~
40.1° T=482N
Sm/s’ 3.5. 5.53m/s” ¥
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3.6. 6.53m/s’ T 957° 3.34. 0.314m/s < 72.8°
3.7. 18.79N, a=1.962rad/s’)  3.35.17.55m/s —* 9.98°
3.8. 353N— 3.36. (20i-30j-22k)Nms
3.9. a) m(3w’-7.36), 3.37. ?
b) 1.566rad/s 3.38. a) (13mL’ §k)kgm2 s
¢c) 1.401rad/s b) —5¢ Sene(sfz)
13L
3.10. 0.259 3.39. 20.5kg
3.11. 15.00N 3.40. 181Nm
3.12.2.71m/s 341.2.27s
3.13.a) 0.815, b) 22.5° 3.42. 3.15m/s
3.14. a=4.91m/s° T, 3.43. 34.4m
ag=2.45m/s’ 4, 3.44. 2.5 MJ/s 0 2.5 MW
ac =0 3.45.4.15m/s
3.15.a) 11.77N—>, b) 23.5N—  3.46. 17.04m/s
3.16. 0.896m/s’ < 3.47. 89.7kN/m
3.17. (-55.62i+47.31j)N 3.48. 300rad/s; 12s
3.18. Im, 3.14s 3.49. 286mm
3.19. a) Om/s, -4.1m/s’ 3.50. 3.9kW
b) 0.776m/s, -3.08m/s’ 3.51. a) 4.90j, b) 22.1mm
c) 1.17m/s, Om/s’ c) 58.9N
3.20. 3.84kNm 3.52. a) 3.74m/s < ; 43.4N
3.21. 16.54kNm 3.53. 5.]1m/s4!
3.22.52.5 rpm, 67.5 rpm 3.54. 1364N/m
3.23. 0.67N/mm; 125.8 rpm 3.55. 266mm

3.24. 33.25mm de radio a 78° del 3.56. 0.701m
radio de la masa de 5kg 3.57.a) 26.5kN, b) 30.5 kW

3.25.11.42 kN; 22.85 kN 3.58.a) 41.23m/s; b) 2.91m
3.26. B,=0, B, = 9390N, A, =0 3.59. 0.974m/s
A,=2450N 3.60. 336W
3.27.0.12m/s 3.61. 3.84 kNm
3.28. 11.8m/s 3.62. 5.65rad/s
3.29. 6.98m/s
3.30. 4.33Mg
3.31. 13m/s 4.1. 842N
3.32. a) NO, vmin=6.53m/s — 42. 22.5kN{ 3.44m de A—
b) 11.94m/s —> 4.3. 9=C"S{ﬁ)
3.33. a) vy=4m/s =, 4.4. 2.890kN
vp=22.0m/s — 4.5.

b) 12.8kN —



Respuesta a los Ejercicios de Trabajo

4.6. FH=13.9kN(C); GI=14.4kN(T)
HG=1.15kN(C); IK=13.3kN(T)

4.7. 20 0001b (20 kips)
4.8. 20.07m; d=0.72m

4.9.
4.10.

4.11.

4.12.

4.13. C,=3.92kN, C,= -15.70kN
E,=-3.92kN<, E,= 21.58kN

4.14.
4.15.

5.1.

5.2
5.3.

54.

5.5.
5.6.

5.7.

5.8.
5.9.

5.10.

5.11.
5.12.

5.13.

5.14.

62.9N, 2.43m
1835N; 234m

A=8790N 60° l
B,=12596N, B,= 2196N

P=18.79N

60.95°
14.72N

a) C()B/c=4l"ad/SJ ,
o cp=1 Orad/s

b) Ve=1.868m/s 15.52°2r~

ve=2660 mm/s
w4,5=0.50k rad/s
ve= 600(0.8i-0.6j)mm/s

5

a) vp=1.219m/s" *
b) wp4=6.25 rad/s?
vg=356cm/s

a) wp=4.5 rad/s

b) vD=525mm/sv%\5

a) v4=1323 mm/s g
b) a,=9540mm/s’ o
agp=48. 3cm/s2wa
apc=3.07 rad/s’)

wos=6 rad/s);
ooa=11.43 m/s*2
ac=1369mm/s

w4 p=2.357 rad/s);
ayp=0.265 rad/s’ A

a) 4.0s; b) 660mm/s 2

a) Wy =5?ﬂrad/s‘ﬁ =25rpm)

b) 18.51cm/s <

5.15. 104.8cm/s «=2

6.1. A=B=12.26N
6.2. 4.69 m/s’—
6.3. ]].7m/52, a no razonable

al menos que u»1.2

6.4. a)a=4.20rad/s’ i;
b) 4,=63.0N &
A=8.4IN =<

6.5. a) a=1.44rad/s’ i;

b) 4,=265N & |

—*s
A~=16.06N "
6.6. a=17.84rad/s’
T;=17.84N — sobre A
T,= 62.4N T sobre B
6.7. as=0.496m/s’
6.8. Kg=779mm
6.9. T,=5mg/8 (N)
Ts=3 mg/8 (N)
6.10. Ry=(-34i+98.1j)N

R=103.8N &
6.11.a) ag=1.25 m/s’
b) ,umin=0.82

6.12. a) ptin=0.250

b) ag=3.924 m/s’
6.13. 112.0N 4
6.14. ag=2.04 m/s* —

ac=7.77 m/s*
6.15. a=6.13 rad/s’
6.16. ag=4.20 m/s*

a=16.82 rad/s’
6.17. =22.9rad/s
6.18. a) ac=1.667m/s’ —

b) F=75N —>

619 acz(égi—éng%z
ag=4.39m/s> =>>

6.20. a=0.1697rad/seg’

343



344 Principios de Mecanica para Ingenieria



INDICE

A

Aceleracion, 36, 37
Angular, 45, 111
de Coriolis, 46
de la gravedad, 84
diagrama de, 269, 277
en componentes cartesianas, 37-58
en componentes polares
(radial y transversal), 45
en componentes de trayectoria
(normal y tangencial), 43, 44
imagen de, 270
relativa (ver movimiento
relativo), 46, 47, 285
angulo de fase, 108

B

Balanceo de masas, 116
en rotacion, 118,
balanceo estatico, 118, 119, 120
balanceo dinamico, 118, 119, 120
brazo portador, 272, 292-293

C

Cable: (cables fexibles): 237
catenaria, 238, 239

de un sistema de particulas, 144
de una particula, 143
Centro de gravedad, 213
Centro de masa, 95,213
Centro instantaneo de
rotacion, 175, 268, 275
Centroide de volumen, 215
Centroide de area, 216
Centroide de
longitud, 216, 218
Centroide de cuerpos
compuestos, 216, 217
Centroide de algunas formas
geométricas Tabla 4.1,
comunes, 221
Cinematica, 1
Cinética, 1
Coeficiente de
restitucion, 149
Coeficiente de
rozamiento, 82, 83
Componentes de un
vector, 8
Conservacion de:
cantidad de mov. angular, 156
cantidad de mov. lineal, 145
la energia, 181
Cosenos directores, 9

con cargas concentradas, 237, 255, 256 Cuerpo rigido, 3, 263

flecha de un, 237
flexible, 237
luz de un, 238, 239
parabdlico, 237, 238
Cantidad de movimiento
(momentum): 78, 143
Angular: 154
conservacion de, 156
de un cuerpo rigido, 166
de un sistema de particulas, 173
de particulas, 155
Lineal: 143, 144
conservacion de, 145

Curvatura:
centro de, 43
radio de, 43
relacion de radio de
curvatura con, 332

D

Desplazamiento, 35,49,50

Diagrama de cuerpo libre, 99
dcel, 99, 100,

Dimensiones fundamentales:
Fundamentales, 86, 87
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para sistemas de unidades

absolutos, 86

para sistemas de unidades

gravitacionales, 86
Dinamica, 1

E

Energia 176
Cinética, 177
cinética angular, 178
cinética lineal, 177
Elastica (deformacion), 178, 179
Potencial, 179
Principio de conservacion, 181, 182
Equilibrio estatico, 201
de un sistema de fuerzas
coplanares, 223
de un sistema de fuerzas
tridimensional, 224, 226
Estructuras planas: 227
Armaduras, analisis de, 228
método de las secciones, 229, 230
métodos de los nodos
0 uniones, 229
Bastidores (marcos y
maquinas simples) 234
método de los miembros 235, 236
Escalar, cantidad, 3
Estatica, 1

F
Frecuencia de m. a. s, 109
Fuerza/s 2, 81, 92
Adicion (suma) de, 94, 201
conservativa, 179, 180, 182
coplanares, 204, 205
distribuidas, 212, 241
equivalente de, 204
de gravedad, 81, 84, 85
internas, 94, 95, 229, 233, 248
momento de, 81, 202, 203
no conservativa, 181, 182
de rozamiento, 81, 82

G
Grado de libertad, 263

Gravitacion
Constante universal de la 84

H

Hélice 4
Hertz 92, 109
Hooke, ley de 80

I

Impacto 147
central directo, 148
central oblicuo, 151
coeficiente de
restitucion, 149, 150
perfectamente elastico, 148,150
perfectamente plastico, 150
Impulso
angular, 156
lineal, 143, 158
Impulso angular
y momento angular
principio del, 156, 165
Impulso y cantidad de
movimiento lineal,
principio del, 143, 160
Inercia, 2
momento de, 299, 340
de un cuerpo rigido respecto
aun ¢je, 300, 340
teorema ejes paralelos, 300,340
teorema ejes
perpendiculares, 301, 341
Inercial, sistema de
referencia, 93
Integracion aproximada:
regla de Simpson, 337
regla del trapecio, 337

J

Juntas deslizantes, 269
Joule, 92

K

Kelvin, 90
Kilogramo, 90
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Ley de la Gravitacion
Universal de Newton, 84
Leyes del movimiento de
Newton, 77, 78

M

Magnitud, 3, 7, 8
Marco de referencia, 2
inercial o newtoniana, 2, 93
Mecanica, 1
Momento: 14
de fuerza, 81, 202
de un par de fuerzas, 203
del momentum (cantidad
de movimiento lineal) 154
torcional, 244, 246
flexionante, 244, 246
Movimiento:
angular, 111
armoénico simple (mas), 107
amplitud, 108
angulo de fase en, 108
frecuencia en, 109
periodo en, 109
De un cuerpo rigido en un
plano, 263, 299
relativo entre dos
puntos, 265
del centro de masa, 299
De una particula en un
plano, 37
referido a coordenadas
cartesianas, 37
referido a coordenadas
de trayectoria, 43
referido a coordenadas
polares, 45
Relativo a particulas en
un plano, 46
independiente de, 46, 47
dependientes de, 48
Unidimensional, 49
métodos graficos para, 50, 51

N

Newton, ley de la gravitacion

universal, 84

Newton, leyes para el
movimiento, 77, 78
Newton, unidad de fuerza, 92
Notacion:
movimiento relativo, 46
movimiento vectorial, 7

P

Particula, 3
Péndulo conico, 115
Péndulo simple, 105, 165
Periodo, 108
Peso, 85
Posicion (localizacion) de una
particula o punto, 3
en coordenadas
unidimensionales, 4
en coordenadas bidimensionales
cartesianas, 4
en coordenadas bidimensionales
polares, 4
en coordenadas tridimensionales
rectangulares, 5
en coordenadas tridimensionales
cilindricas, 5
en coordenadas tridimensionales
esféricas, 5
Posicion relativa, 46
Posicion, vector de, 6
Potencia mecanica, 175, 176
unidades de, 176
Presion, 83,212
Principio de:
conservacion de la cantidad de
movimiento angular, 156
conservacion de la cantidad de
movimiento lineal, 146
conservacion de la energia
mecanica, 181
impulso y cantidad de
movimiento angulares, 156
impulso y cantidad de
movimiento lineales, 143
trabajo y energia cinética, 173
Proyectil:
movimiento de un, 40
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R

Radio:

de curvatura, 43

de giro, 113
Rapidez, 36
Restitucion, coeficiente de,149
Resultante, 201

de un sistema de fuerzas

coplanares, 204

de un sistema de fuerzas

espaciales, 205
Rodadura sin
deslizamiento, 47
Rotacion respecto a un eje
fijo, 300
Rozamiento:

angulo de, 83

cinético, 82

coeficiente de, 82, 83

cinético, 82, 83

estatico, 82, 83

dfinicidén de 82, 240

etatico, 82

leyes del, 241, 242

S

Sistema de coordenadas:
Unidimensionales, 4
Bidimensionales, 4

Cartesianas de, 4
Polares de, 4
Tridimensional:
rectangulares, 5
cilindricas, 5
esféricas, 5

Sistemas de fuerzas:
coplanares resultante de, 204
espaciales resultante de, 205

Sistemas de unidades: 87

Sistemas métricos:
CGS absoluto, 87, 88
Sistema internacional
S1, 89, 90, 91, 92
Mkgfs gravitacional, 88
Sistemas britanicos: 87
(f, s, s) gravitacional, 88, 89
(f, p, s) absoluto, 88, 89

T

Tablas:
de centroides de algunas formas
geométricas comunes, 221 (T-4.1)
de fuerzas de restriccion que
aportan soportes y conexiones de
algunos cuerpos, de conversion
de unidades, 225 (Tabla — 4.3)
de prefijos para multiplos y
submultiplos de unidades, 91
de centros de masa y momentos
de inercia, 341
Teorema de los ejes
paralelos,300, 340
Teorema de los ejes
perpendiculares, 301, 341
Tiempo, 2
Trabajo, 172, 173
realizado por una fuerza, 174
realizado por un par de fuerzas,174
realizado por un resorte lineal, 179
relacion con la energia
potencial, 179
Tren de engranes de dientes
rectos, 271
Engrane de dientes rectos:
diametro de paso de, 271
modulo de un, 271
paso circular de un, 271
Relacion de velocidad de un, 271
Con movimiento epicicloidal, 272
Brazo portador para un tren, 272
Triada, 5

U

Unidades, 85, 333
conversion de, 333, 334, 335
del Sistema Britanico, 87, 88,
89, 330, 335
fundamentales del Sistema
S1, 89, 90
complementarios del Sistema
S1, 90
prefijos para multiplos y
submultiplos de, 91

Unidades derivadas del S7, 92
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Vector (es) 3
adicion o suma de, 6, 329
componentes de un, 8
de posicion, 6
deriva de un producto
de, 18, 19, 332
magnitud de un, 7, 8
modulo de un, 8
producto escalar de dos, 10, 330
producto vectorial de
dos, 11, 330, 331
triproducto escalar de, 14, 331
triproducto vectorial o
cruz de, 16, 331
unitario, 8, 9

Velocidad 35, 37
angular, 45, 61
componentes cartesianos de un
plano de la, 37
componentes de trayectoria
en un plano de la, 36
componentes polares de la, 45
diagrama de la, 266
imagen de la, 268

Velocidad relativa:
de dos puntos arbitrarios, 46, 47
de dos puntos de un cuerpo
Rigido, 265, 266
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